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PRÉFACE 



Cet ouYrage a pour point de départ les leçons professées 
par Tun de nous pendant plusieurs années au Collège de 
France. Il comprendra deux parties: la première, principale* 
ment théorique, qui forme le présent volume ; la seconde, 
d*nn caractère plus expérimental, dans laquelle nous exami- 
nerons les différentsr phénomènes^ les méthodes de mesure 
et les principales applications. 

Ce mode d'exposition nous a paru présenter de grands 
avantages. Les phénomènes, en effet, sont presque toujours , 
fort complexes, surtout quand il s'agit d'électricité, et l'intel- 
ligence de tous les détails qu'ils comportent exige souvent de» 
connaissances plus étendues que celles dont il a été question 
dans les chapitres auxquels on les rattache par leur caractère 
dominant. L'interprétation des expériences sera donc singu- 
lièrement facilitée par l'exposé antérieur des principes 
généraux de la science. 

Après avoir rappelé et coordonné les faits qui servent à 
l'établissement de la théorie, nous en avons étudié les con- 
séquences mécaniques. Ce premier volume constitue ainsi 
un ouvrage distinct et on pourrait résumer la pensée qui 
nous a guidés en le considérant comme un Essai sttr la 
Théorie mécanique de Véleciricité^ si un pareil titre n'était 
trop ambitieux. 

Èleetr, et Magn. J — a 



Il PRàFAce. 

Nous avons cherché à mettre en relief les vues prorondes 
introduites dans la science par Faraday, et si heureusement 
développées par Clerk Maxwell, sur la considération des 
lignes de force et sur le rôle d'un milieu intermédiaire dans 
les actions électriques et magnétiques. Cette conception jette 
un grand jour sur les relations qui existent entre les divers 
ordres de phénomènes et a donné naissance a une théorie de 
la lumière tout à fait imprévue. 

Ayant surtout pour but d*étre utiles aux physiciens^ nous 
avons fait tous nos eflbrts pour simplifîer les démonstrations^ 
sans sacrifier la rigueur des raisonnements. Les parties que 
exigent une analyse d*un caractère plus élevé, et qui 
sont d'ailleurs faciles à distinguer, pourront être passées 
sans inconvénient à une première lecture ; dans la plupart 
des cas, elles ne sont pas indispensables pour suivre le 
développement de la théorie. 

La science de Télectricité a subi depuis quelques années 
une véritable transformation ; nous reconnaissons avec em- 
pressement les nombreux emprunts que nous avons faits aux 
travaux des savants qui ont le plus contribué à cette réforme, 
particulièrement aux mémoires de sir W.. Thomson et à 
Texcellent traité de Clerk Maxwell. 

20 Janvier f882. 
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PREMIËRB PARTIE. — ÉLECTRICITÉ STATIQUE 



CHAPITRE PREMIER 

PRÉLIMINAIRES 

1. ÉiecirUatioB. — La plupart des corps acquièrent par le 
frottement, au moins d'une manière temporaire» la propriété 
d'attirer les corps légers. On dit alors qu'ils sont électrisés. Si 
le corps attiré vient au contact du corps électrisé, il finit, au 
bout d'un temps plus ou moins long, par être repoussé, et on 
constate qu'il est lui-même électrisé. Les propriétés électri- 
ques peuvent donc se transmettre d'un corps à un autre par 
simple contact. 

Par opposition, on appelle corps à l'état naturel ou à. 
rétat neutre ceux qui ne présentent pas de propriétés élec- 
triques. 

2. CoHdaeteiin, isoiamte. — Sur certains corps, comme 
le verre, la résine, la soie, le caoutchouc, l'électricité reste 
localisée pendant un temps plus ou moins long aux points où 

tlectr. et Mngn. l — i 



2 ÉLECTRICITÉ STATIQUE. 

oa Ta produite par frottement ou par contact. On les appelle 
corps mauvais conducteurs de rélectricîté. 

Sur d'autres corps, au contraire, tels que les métaux, les 
propriétés électriques communiquées en un point se trans- 
mettent presque instantanément en tous les points; on les ap- 
pelle corps conducteurs. A cette dernière classe appartiennent 
la plupart des matériaux qui composent le sol; Tair et les Ta- 
peurs, plus généralement tous les gaz, appartiennent à la pre- 
mière. On ne pourra donc conserver l'électricité sur un con- 
ducteur qu'en le supportant, en Visolant du sol, par un corps 
mauvais conducteur, tel qu'une tige de verre, de résine, de 
caoutchouc durci ou ébonite, des cordons de soie, etc. De là 
le nom d'isnlants donné aux corps mauvais conducteurs. 

En réalité la distinction des corps en conducteurs et isolants 
ne correspond pas à une diiïérence essentielle de propriétés. 
L'électricité se propage sur tous les corps plus ou moins rapi- 
dement. On n'en connaît pas qui soient absolument isolants, 
c'est-à-dire sur lesquels les propriétés électriques se conser- 
vent indéfîniment sans altération. 

De même, malgré la rapidité avec laquelle l'électricité se 
transmet sur les meilleurs conducteurs, il n'en existe pas sur 
lesquels la propagation soit absolument instantanée; on peut 
établir entre eux, à ce point de vue, des diiïérences appré- 
ciables et déterminer la résistance particulière que chacun 
d'eux oppose au mouvement de l'électricité. 

a. De«x éieririeités. — Dans le frottement mutuel de 
deux corps, par exemple d'un morceau de verre et d'un mor- 
ceau de résine, tous deux s'électrisent, mais avec des carac- 
tères différents : chacun d'eux repousse un corps léger isolé 
qu'il a touché lui-même et qui a partagé son électricité ; mais 
la résine attire le corps touché par le verre, et le verre le 
corps touché par la résine. 

L'état du verre est donc autre que celui de la résine, ce que 
Ton exprime en disant que l'électricité du verre est d'espèce 
différente de celle de la résine. L'expérience montre d'ailleurs 
que tout corps électrisé se comporte ou comme le verre ou 
comme la résine de l'expérience précédente. Il attire, par 
exemple, le corps électrisé par le verre et repousse celui qui 



PRÉLIMlNAiaES. 3 

a été électrisé par la résine, ou inversement. 11 y a donc deux 
espèces d'électricités, et il n*y en a que deux. On peut résu- 
mer cette propriété fondamentale en disant que deux corps 
chargés de même électricité^ se repoussent et que deux corps char- 
gés d'électricités différentes s'attirent. 

4. AetloBS électriques. — Massée électriques. — L'actiou 

qui s*exerce entre deux corps électrisés, de petites dimensions 
eu égard à la distance qui les sépare, est dirigée suivant la 
droite qui les joint. 

Coulomb a vérifié directement que cette force est en rai- 
son inverse du carré de la distance. Elle est aussi fonction de 
Tétat électrique des corps en présence, ou de leur électrisa- 
tion. 

Si, entre deux corps identiques de très petites dimensions et 
placés à Tunité de distance, l'action électrique est égale à 
Tunité de force, on dit que la quantité cf électricité ou la masse 
électrique de chacun d'eux est égale à l'unité. 

Si, l'état de l'un des corps restant invariable, ainsi que la 
distance, l'action réciproque devient 2, 3, ... fois plus grande, 
on dit que la masse électrique du second est devenue elle- 
même a, 3, ... fois plus grande. 

La masse électrique d'un corps est donc, toutes choses égales 
d'ailleurs, proportionnelle à la force qu'il exerce sur un corps 
extérieur situé à une grande distance par rapport à ses di- 
mensions, et l'action réciproque de deux corps électrisés est 
proportionnelle au produit de leurs masses électriques. 

5. — Lorsque deux corps, par exemple deux disques, l'un 
de verre, l'autre de métal, le disque de métal étant isolé, 
après avoir été frottés l'un contre l'autre, sont maintenus en 
contact, l'ensemble se comporte vis-à-vis de tout corps exté- 
rieur, électrisé ou non, comme s'il était à l'état neutre. Cepen- 
dant les propriétés électriques développées par le frottement 
n'ont pas disparu, puisqu'il suffit de séparer les deux disques 
pour constater qu'ils sont électrisés tous deux. Les actions des 
deux corps au contact sont donc égales et de signes contraires. 
De là cette double conséquence : 

Par leur frottement réciproque deux corps prennent des 
quantités d'électricité égales et d^ espèces différentes; 
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La loi suivant laquelle faction varie avec la distance est la 
même pour les deux électricités. 

6. siipiM dM maiMM éiectri^ves. — On est ainsi amené à con- 
sidérer les masses électriques d'espèces différentes comme des 
quantités de même nature et de signes contraires. Lorsqu'une 
surface fermée renferme des masses d'espèces différentes, 
laction exercée sur une masse extérieure égale à Tunîté, et 
située à une grande dislance par rapport aux dimensions de 
la surface considérée, est proportionnelle à la différence des 
masses électriques de chaque espèce, et attractive ou répul- 
sive suivant l'espèce qui domine. En affectant ces masses des 
signes + et —, on peut dire que l'action résultante est pro- 
portionnelle à la somme algébrique des masses électriques 
renfermées dans la surface, et répulsive ou attractive suivant 
le signe de cette somme. 

L'usage s'est établi de prendre comme positive l'électricité 
développée sur le verre frotté avec de la résine, et, comme 
négative, l'électricité acquise en même temps par la résine. 

7. Force électrique. — Entre deux corps de petites dimen- 
sions séparés par une distance r et chargés de masses m et m', 
raclion a donc pour expression 

Cette expression est positive si les deux masses sont de même 
signe, et la force est alors une répulsion. C'est une attraction 
dans le cas contraire. 

Si une masse m est en présence de corps électrisés quel- 
conques, on peut considérer comme évident que l'action to- 
tale qu'elle éprouve est la résultante de toutes les actions 
qu'exercerait sur elle chacune des masses élémentaires consi- 
dérées isolément, soit que ces masses appartiennent à des 
corps distincts, soit qu'elles fassent partie de la charge d'un 
même corps. 

Pour abréger le langage, nous appellerons force électrique 
en un point, la résultante de toutes les actions qui s'exerce- 
raient sur une masse d'électricité positive, égale à l'unité, 
placée en ce point. 



__^-^ 
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8. Partage dM mamiei. — Coulomb a vérifié ^direclemenl 
que, lorsqu'une sphère conductrice électrisée est mise en con- 
tact avec une sphère identique à Tétat neutre, chacune 
d'elles possède ensuite une masse électrique égale à la moitié 
de la masse primitive, c'est-à-dire qu'agissant isolément, 
chacune d'elles exerce sur un corps électrisé extérieur et à la 
même distance une action moitié moindre que celle de la 
sphère dans son état primitif. Si la seconde sphère, au lieu 
d'être à Tétat neutre, est elle-même électrisée avant le con- 
tact, les charges finales sont encore égales entre elles; cha- 
cune d*elles est la moitié de la somme algébrique des masses 
primitives, de telle sorte qu'elle est nulle et que les corps se 
retrouvent à l'état naturel, si les charges primitives étaient 
égales et de signes contraires. 

11 en serait encore de même pour deux conducteurs iden- 
tiques de forme quelconque, que Ton ferait toucher l'un par 
1 autre, à la condition qu'ils soient symétriques par rapport au 
point de contact. 

Si la condition de symétrie n'est pas remplie, les charges 
cessent d'être égales ; mais leur somme algébrique reste tou- 
jours égale à la masse primitive. Le fait est d'ailleurs général 
et s'applique à un nombre quelconque de corps : de quelque 
manière qu'on les mette en relation les uns avec les autres, 
et à la condition qu'aucun des conducteurs du système con- 
sidéré ne soit mis, à un moment quelconque, en communi- 
cation avec le sol, la somme algébrique des masses électriques 
du système demeure invariable. 

9. Électricité de conUct. — Volta a découvert ce fait capi- 
tal que le .contact de deux métaux différents primitivement 
à l'état naturel, ou plus généralement de deux corps quel- 
conques à la même température, suffit pour les constituer 
dans deux états électriques différents et les charger res- 
pectivement de quantités égales d'électricités de signes con- 
traires. 

Le frottement n'est qu'une forme particulière de contact. 
La cause qui produit l'électricité parait donc être la même 
dans les deux cas. 

11 résulte de la découverte de Volta que deux sphères con- 
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ductrices de même rayon n'auront des charges égales, après 
avoir été mises en contact, que si elles sont de nature iden- 
tique et à la même température. Mais rien n'est changé à la 
proposition fondamentale que la somme algébrique des char- 
ges est la même avant et après le contact. 

10. Kleeirlflailoii par inflaeace. — Induetloii. — Lorsqu^un 

corps primitivement à Tétat neutre est placé dans le yoi- 
sinage de corps électrisés, il devient lui-même électrisé ; le 
phénomène est désigné sous le nom à'électrisation par in- 
fluence ou ifiduction. Si le corps soumis à Tinfluence est 
isolé, sa masse électrique totale, d'après ce qu'on vient de 
voir, doit rester nulle; il se chargera donc de deux masses 
égales et de signes contraires distribuées suivant une cer- 
taine loi. Le phénomène de Tinduction précède toujours 
l'attraction d'un corps à l'état neutre par un corps électrisé, 
et l'action qui s'exerce entre les deux corps est simplement 
celle des masses électriques en présence. On peut donc con- 
sidérer comme un fait expérimental qu'il n'y a jamais d'ac- 
tion directe que celle de masses électriques sur d'autres 
masses électriques. 

11. Équilibre électrique. — Le Caractère essentiel de l'in- 
duction est que l'électricité se produit en tout point d'un 
conducteur où s'exerce une force électrique. L'équilibre 
ne peut donc exister pour un corps conducteur que si la 
force électrique est nulle en chacun de ses points; rélec- 
tricité qu'il possède exerce en chaque point de son étendue 
une action égale et de signe contraire à celle des masses 
extérieures. 

La condition nécessaire et suffisante de l'équilibre élec- 
trique dans un système de corps conducteurs, isolés ou non, 
est donc que la force électrique soit nulle en un point quel- 
conque de chacun d'eux. 

18. Diéiectriquefl. — Il ne peut, par suite, y avoir de force 
électrique, à l'état d'équilibre, que dans les corps mauvais 
conducteurs ou isolants. C'est pour cette raison que Faraday 
a donné à ces corps le nom de diélectriques, pour rappeler que 
ce sont des corps dans lesquels les forces électriques peuvent 
exister ou se propager. 
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13. lioemliiailoB de l*élecirlcité à laiurfaee des condactenri. 

— Les expériences de Cavendish el de Coulomb ont mon- 
tré que, dans tout système électrique en équilibre, les con^ 
diicteurs n'ont cTéleciricité qu'à leur surface extérieure. La 
surface de toute cavité fermée, creusée dans le conducteur 
el ne renfermant pas de masses électriques, est dépourvue 
d'électricité, et la force électrique est nulle dans toute Té- 
tendue de la cavité. Nous verrons que cette propriété fon- 
damentale n'est compatible qu'avec la loi du carré des dis- 
tances. 

14. Indacilon sur ub eondacteur fermé. — Cette localisa- 
tion de l'électricité à la surface des conducteurs conduit à 
plusieurs conséquences importantes. 

Lorsqu'un conducteur est élcctrisé par influence, chacune 
des couches positives et négatives dont il se trouve chargé 
forme une masse inférieure, ou au plus égale^ à celle du 
corps influent ou inducteur. Quand le conducteur influencé 
ou induit entoure complètement l'inducteur, la couche élec- 
trique extérieure est de même espèce que celle de l'inducteur, 
et la charge en chaque point est indépendante de la position de 
ce dernier. Rien n'est changé, quand même l'inducleur vient 
à toucher la surface interne ; mais alors, s'il est aussi conduc- 
teur^ il ne forme plus avec l'induit qu'une masse conduc- 
trice unique, et la surface interne ne garde aucune trace d'é- 
lectricité. 11 y avait donc à l'intérieur de Tinduit une couche 
électrique égale et de signe contraire à celle de Tinducteur, 
et, par suite, sur la surface externe, une couche égale et de 
même signe. 

La quantité d'électricité induite par un corps électrisé sur 
un conducteur qui l'entoure complètement est donc égale à 
la quantité d'électricité inductrice. Cette propriété est encore 
Traie si le corps influent est mauvais conducteur, et plus 
généralement, si les masses électriques influentes sont dis- 
tribuées d'une manière quelconque dans la cavité du conduc- 
teur fermé. 

16. AdditioB des ciiBrir««- — Nous avons VU plus haut qu'on 
peut diviser en deux la charge électrique d'un conducteur. 
Oo peut de même ajouter sur un conducteur des masses 
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électriques quelconques. Il suffit que le conducteur présente 
une cavité presque entièrement fermée permettant d'intro- 
duire des conducteurs électrisés et de transmettre par contact, 
à la surface extérieure^ Télectricité dont ils sont chargés. 

16. — On peut donc à volonté augmenter ou diminuer la 
somme algébrique des masses électriques contenues à Tinté- 
rieur d'une surface fermée, à la condition d'y introduire ou 
d'en faire sortir des masses positives ou négatives. Mais il est 
important de remarquer que, si aucune masse ne traverse la 
surface dans un sens ou dans l'autre, il est impossible» quelles 
que soient les actions auxquelles on soumette les corps qu'elle 
renferme, frottement, induction, contact, actions physiques 
ou chimiques, de modifier la quantité totale d'électricité du 
système. On ne peut ni créer ni détruire, sur un corps quel- 
conque, une quantité déterminée d'électricité, sans qu'il y 
ait, en même temps, sur le même corps ou sur un autre, créa- 
tion ou destruction d'une quantité égale d'électricité de signe 
contraire. 

17. Hypothèses sur la aatare de l'éleelrlrlté. — L'électricîté^ 

définie et mesurée comme on l'a dit plus haut, est une gran- 
deur d'une nature particulière parfaitement déterminée au 
point de vue mécanique, aCTectée d'un signe comme une quan- 
tité de mouvement, et la théorie des phénomènes peut être 
établie, d'après les lois expérimentales, sans le secours u'au- 
cune hypothèse. A cause de la facilité avec laquelle Télectri- 
cité se propage dans les conducteurs, on l'a souvent assimilée 
à un fluide, comme on expliquait autrefois les effets de con- 
ductibilité calorifique par la propagation d'un fluide spécial. 
Quant au caractère de dualité que présentent les phénomènes 
électriques, on en a rendu compte de deux manières. 

D'après Franklin, un corps à l'état naturel renferme une 
quantité normale de fluide électrique, et il devient électrisé 
positivement ou négativement suivant que, par l'action de 
corps extérieurs, on a augmenté ou diminué sa charge de 
fluide. Les attractions et les répulsions des corps s'expliquent 
alors par la répulsion mutuelle des fluides et par l'attraction 
qu'ils exercent sur les masses pondérables. 

L'hypothèse des deux fluides, imaginée par Symmer et 
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adoptée par Coulomb, au moins à tilre provisoire, consiste à 
admettre qu'il y a deux fluides différents, que les molécules 
d'un même fluide se repoussent, que les fluides différents 
s'attirent et qu'enfin, dans un corps à l'état naturel, il y a des 
quantités équivalentes des deux fluides formant lé fluide 
neutre. Un corps sérail électrisé positivement ou négative- 
ment suivant qu'il contiendrait un excès de Tun ou de l'autre 
fluide. Les attractions et les répulsions s'expliquent de même 
par les actions qui s'exercent entre les fluides et la matière 
pondérable. 

Le moindre défaut de ces hypothèses est qu'elles sont super* 
flues. Comme, d'ailleurs, rien ne semble marquer dans les 
expériences qu'il y ait une limite à l'électrisalion des corps, 
on est conduit à admettre que la charge normale d*un corps 
dans la théorie de Franklin, ou que la masse de fluide neutre 
dans la théorie des deux fluides, est illimitée, conséquence 
qui est évidemment contradictoire avec la notion même d*un 
fluide matériel. 

Un certain nombre des expressions employées dans l'étude 
de Télectricité ont pour origine Tidée des fluides; il n'y a pas 
d'inconvénient sérieux à les conserver, si l'on a soin de les 
définir par les propriétés mathématiques et expérimentales 
auxauelles elles correspondent, dans le but, comme l'écrivait 
Coulomb, « de présenter, avec le moins d'éléments possible, 
les résultats du calcul et de l'expérience, et non d'indiquer les 
véritables causes de Télectricité (i). » 

19. Deaiité éiectri^ae. — C est ainsi que l'idée de fluide 
a conduit à la notion de la densité électrique. Si l'électricité 
occupe toute l'étendue d'un corps, dans le cas d'un diélec- 
trique, par exemple, et qu'elle y soit distribuée d'une manière 
uniforme, on appelle demité électrique^ la quantité d'électri- 
cité définie, comme plus haut, qui existe dans l'unité de 
volume. Si la distribution est irrégulière, la densité en un 
point est le rapport qui existe entre la charge électrique d'un 
élément de volume en ce point et le volume lui-même. 

Les corps conducteurs n'ont d'électricité qu'à la surface. Si 

(i) Hittov-e de t Académie des sciences pour 1788, p. 673, 
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la distribution est unirorme, la densité superficielle est la 
quantité d'électricité qui existe sur Tunité de surface. Dans le 
cas d'une distribution quelconque, la densité superficielle en 
un point est le rapport de la charge d*un élément de surface 
pris autour de ce point à retendue de Télément. 

Dans rhypothèse des fluides, il faut bien admettre que la 
couche électrique superficielle a une épaisseur et qu'elle pé- 
nètre jusqu'à une certaine profondeur, si petite qu'on le vou- 
dra, dans le conducteur ou dans le milieu diélectrique qui 
l'entoure. L'expérience ne permettant pas de déterminer l'é- 
paisseur de cette couche, on peut, toujours dans le même 
ordre d'idées, ou supposer la densité variable avec l'épaisseur 
constante, ou la densité constante avec l'épaisseur variable ; 
dans ce cas, les expressions de densité électrique et d'épais- 
seur électrique en un point sont équivalentes. 

On voit que, abstraction faite de toute idée de fluide, les 
expressions de densité électrique en volume ou densité super- 
ficielle, ont une signification purement mathématique ou 
expérimentale, indépendante de toute hypothèse. 
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DU POTENTIEL 



lo. — Nous admettrons d'abord, conformément à Texpé- 
rîence, que Taction de deux corps éleclrisés de petites dimen- 
sions est dirigée suivant la droite qui les joint et ne varie 
qu'avec leur distance, en un mot qu'elle satisfait à la défini- 
tion des forces dites centrales; enfin, qu'elle est proportion- 
nelle, par définition (4), au produit des quantités d'électricité 
que possèdent les deux corps. 

Nous admettrons en outre, comme évident, que l'action réci- 
proque de deux corps électrisés de dimensions finies est la ré- 
sultante des actions qui s'exercent, suivant la même fonction 
des distances, entre les masses élémentaires qui constituent 
leur charge. 

20. Champ éieeiri^ue. — On donne le uom de champ élec- 
trique à toute l'étendue de l'espace dans lequel se fait sentir 
l'action du système électrique que l'on envisage. Un champ 
électrique est généralement indéfini ; il peut aussi être limité, 
par exemple, dans le cas où les masses agissantes sont toutes 
comprises à l'intérieur d'un conducteur entièrement fermé. 
Pour des masses données de grandeur et de position, la force 
électrique en chaque point du champ est fonction seulement 
des coordonnées du point. 

A l'état d'équilibre, la force est nulle dans tous les conduc- 
teurs; le champ électrique ne comprend donc pas les volumes 
des corps conducteurs, il est formé des espaces intermédiaires 
occupés par un milieu isolant ou diélectrique. 
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21. laiTBcs A« force. — Une ligne de force dans le cbamp 
électrique est une ligne tangente en chaque point à la direc- 
tion de la force. Une pareille ligne est évidemment continue 
tant qu'elle ne rencontre pas de masses agissantes. 

22. DéflMiUoii du potentiel. — Considérons un système en 
équilibre et supposons que, toutes les masses agissantes étant 
fixées dans les positions qu'elles occupent, on déplace de A en 
B une masse d'électricité positive égale à Tunilé. Le travail 
des forces électriques qui correspond à ce déplacement est in- 
dépendant du chemin suivi pour aller de A en B. C'est la con- 
séquence de l'hypothèse (19) que les forces sont centrales; on 
voit d'ailleurs que, s'il en était autrement, on pourrait, en fai- 
sant circuler une masse électrique par des chemins conve- 
nables, entre les deux points A et B, produire une quantité 
indéfinie de travail, sans dépense équivalente. Le travail con- 
sidéré ne dépend donc que des coordonnées des points A et B; 
il est égal à la différence des valeurs V^ et V, que prend une 
même fonction V en ces deux points et l'on peut écrire, en 

représentant par W^ ce travail, 

(1) W":=V-V. 

V / A A B 

La fonction V joue un rôle capital dans l'élude des phéno- 
mènes électriques; on l'a appelée potentiel. Comme celte fonc- 
tion n'est définie que par une intégrale, la valeur n'en est 
déterminée qu'à une constante près et les variations sont me- 
surées par le travail électrique. 

D'après l'équation (1), V excès du potentiel en un point A sur 
le potentiel en B est égal au travail accompli par les actions 
électriques sur l'unité de masse qui irait de A en B; ou inver- 
sement^ cest le travail qu'il faudrait dépenser cofitre les forces 
électriques pour amener cette masse de B e;i A. 

Si l'unité de masse se meut le long d'une ligne de force, 
le travail pour un déplacement infiniment petit ds est ¥ds, et 
le travail total de A en B a pour expression 

(2) w^=rFds. 
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%3. Surfaees de iilTeav. — Force éleetromotrlee. — On ap- 
pelle surface de niveau une surface normale en chaque point 
à la direction de la force^ c'est-à-dire une surface normale 
à toutes les lignes de force qu'elle rencontre. Dans le cas des 
forces centrales, on peut toujours mener par un point quel- 
conque une surface satisfaisant à cette condition. Si une masse 
électrique se meut sur une surface de niveau, le travail élé- 
mentaire est constamment nul, puisque la force est toujours 
normale au déplacement. Le potentiel a donc la même valeur 
pour tous les points d'une même surface de niveau. 

Considérons deux surfaces de niveau S^ et S^ dont les poten- 
tiels sont respectivement V^ et V3. Le travail qui correspond 
au déplacement de l'unité de masse d'un point de la première 
à un point de la seconde, a pour valeur V^— V3; il est indé- 
pendant du chemin parcouru et même de la position du point 
de départ et du point d'arrivée sur les deux surfaces. 

Pour une masse m d'électricité allant de la surface du ni- 
veau S| à la surface S^, le travail est m (V^— V^). Le travail 
électrique, comme celui de la pesanteur sur un corps qui 
tombe, se présente sous la forme d'un produit de deux fac- 
teurs, l'un m qui correspond au poids du corps, et l'autre 
V^ — V2 à la hauteur de chute. 

Quand une masse électrique positive est abandonnée à elle- 
même, elle tend à marcher suivant une ligne de force vers les 
points où le potentiel est plus faible; l'électricité négative 
marcherait vers les hauts potentiels. 

Si les masses électriques sont distribuées sur des corps dié- 
lectriques, elles ne peuvent se déplacer qu'en entraînant avec 
elles le diélectrique lui-même. Les corps conducteurs, au con- 
traire, sont caractérisés par la propriété de laisser un libre 
passage aux masses électriques, lesquelles se portent à la sur- 
face et s'y distribuent de manière à assurer l'équilibre. 

Dans tous les cas, la différence du potentiel V^ — V3 peut 
être considérée comme la cause qui produit le mouvement 
des masses électriques ; on la désigne souvent sous le nom de 
force électromotrice. 

^^, ExpreMlon de la force en foactlon da potentiel. ^ Con- 
sidérons deux surfaces de niveau infiniment voisines S et S', 
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dont les potentiels sont V et V (fig. i). Au point M de la pre- 
mière surface la force est F; si dn désigne la distance des deux 
surfaces comptée suivant la normale, le travail produit par 
cette force sur Tunité de masse qui irait de M en M' est égal à 
Fdn. On a donc Téquation 

Frf„=V-V'=-rfV, 
qui donne, 

Ainsi, la force en un point est égale et de signe contraire à la 
dérivée du potentiel par rapport à la normale à la surface de 
niveau qui passe en ce point. 




Les composantes de ta force par rapport à un axe quel- 
conque jouissent de la même propriété. Menons, en effet, par 
le point M une droite MA faisant avec la normale un 
angle 0, et désignons par da la portion de cette droite inter- 
ceptée par les deux surfaces S et S'. La composante F^ de la 
force F parallèle à la droite MA a pour expression 



Fa = Fcose=— -7— cosO. 



rfV 
dn 



La figure donne d*ailleurs 

dn=zdaco^^\ 
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on en déduit 



F«=- 



du (la Da 



Ainsi, la composante de la force suivant une direction quel- 
conque est égale et de signe contraire à la dérivée partielle du 
potentiel suivant cette même direction. 

Si Ton considère trois axes rectangulaires, les composantes 
X, Y et Z de la force F parallèles aux axes sont 



(4) 



il en résulte, 

p, p=x..v..z.=(g)V(^)V(g)' 

2B. Équilibre des eondacieari. — Dans Tintérieur d*un con- 
ducteur en équilibre la force est nulle (ii). On a donc, pour 
toute l'étendue des conducteurs, 





7)\^ 


x=- 






Dx' 




3V 


Y=- 






^y 




DV_ 


Z=- 






iz' 









et, par suite. 


V=const. 





D'après cela, le volume entier d'un coiiducteur en équilibre 
est à un même potentiel; c'est ce qu'on pourrait appeler un 
volume de niveau. Sa surface étant alors une surface de 
Diyeau, la force est normale en chacun de ses points ; par 
conséquent, toutes les lignes de force émanent normalement des 
conducteurs et y aboutissent normalement. 

«•. Taleur numérlqae du potentiel. — Dans toUS les phé- 

nomèneSy les niveaux électriques n'interviennent que par les 
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difiërences et non par les valeurs absolues des polentiels 
correspondants. On peut donc ajouter à ces potentiels une 
constante quelconque. 
Dans Texpression 

Wî=V,-V„ 

qui détermine le travail correspondant au déplacement d'une 
unité d'électricité d'une surface de niveau V^ à une surface 
de niveau Vj, supposons que la surface de niveau Vj soit le 
sol et que nous convenions de prendre son potentiel égal à 
zéro, nous aurons simplement 

La valeur numérique du potentiel en un point quelconque 
est le nombre d'unités de travail qui correspond au déplacement 
dune unité d électricité positive depuis ce point jusqu'au sol 
par un chemin quelconque. Le signe du potentiel est celui du 
travail des forces électriques dans ce déplacement. 

En d'autres termes, le potentiel en un point est le travail i 
qu'il faudrait dépenser pour amener en ce point, depuis la sur- 
face du sol ou d'un corps quelconque communiquant au sol, 
une masse électrique égale à l'unité. 

87. Potentiel dans le cas de la loi du carré des dlitaaces. — 

Nous avons jusqu'à présent laissé indéterminée la loi suivant 
laquelle l'action des masses électriques varie avec la distance. 
Nous admettrons désormais que cette loi est Vinverse du carré 
de la distance f conformément aux expériences de Coulomb. 
Dans ce cas, le potentiel s'exprime simplement en fonction 
des masses et des distances. 

Supposons d'abord que le système électrique se réduise à 
une masse 4- m placée en un point (fig. a). Si une masse 
égale à l'unité, située au point M, à une distance r de la pre- 
mière, se déplace de MM' ou ds suivant une courbe quel- 
conque dont la tangente MT fait l'angle a avec la direction de 
la force, le travail élémentaire correspondant est 

rfW=Frf5C0Sa=Frfr; 
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comme la force a pour expression 

il vient 

/•^ r r 

Le travail relatir au déplacement de Tunité de masse de A 
en B est, en appelant r^ et r, les distances OA et OB, 

---■ m m 
W = • 

Si l'on compare cette équation à Téquation (i), on reconnaît 




Fig. a 



m , m 



que les deux termes — et — représentent respectivement, à 

une constante près, la valeur du potentiel en A et en B ; 
par suite, le potentiel d'une masse unique m en un point 

situé à la distance r est égal, à une constante près, à —, c'est- 
à-dire au quotient de la masse agissante par sa distance au 
point considéré. 

Supposons maintenant qu'il y ait plusieurs masses agis- 
santes m, m\ m',..., le travail total relatif au déplacement de 
l'unité d'électricité est égal à la somme algébrique des travaux 
partiels qui correspondent a chacune des masses ; on aura 

donc, en désignant par 2]"r ^^ somme des quotients des dif- 
férentes masses par leurs distances au point de départ A et par 

Êlecir, et Magn. I — 2 
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2]— la somQie analogue pour le point d'arrlyée fi, 

Si le point B communique avec le sol, le potentiel V, est 

égal à zéro. D'autre part, Texpression 2]— devient nulle si 

le point fi est très éloigné des masses considérées, qu'il soit 
pris dans Pair ou sur le sol; comme le sol, en tant que con- 
ducteur en équilibre, a partout le même potentiel, cette 
expression, qui renferme implicitement les masses relatives 




rig. 3 

à rélectricité induite, est aussi nulle sur le sol. La valeur de 

Va se réduit alors à 2]— 

On a donc, d'une manière générale, pour l'expression du 
potentiel V en un point quelconque M du champ, 



(6) 



v=2? 



Ainsi, le potentiel en un point est égal à la somme des quo- 
tients obtenus en divisant chacune des masses agissantes par sa 
distance au point considère'. 

97. Des ûmjL de force. — Soit A (fig. 3) une surface de ni- 
veau et dX un élément de cette surface au point P. Menons 
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par le contour de cet élément les lignes de force correspon- 
dantes, lesquelles coupent à angle droit toutes les surfaces de 
niveau successives. Un canal orthogonal limité ainsi par des 
lignes de force s'appelle un tube de force. 

Le tube de force élémentaire limité au contour de Télé* 
ment dX découpe sur une surface quelconque S passant par 
le point P un élément de surface dS. 

En P la force électrique F est normale à dk; soit F, la com- 
posante de cette force suivant la normale à la surface S ; Tan- 
gle des deux forces étant égal à celui des deux éléments de 
surface, on a 

Fn_dX 

ou 

FdX = ¥ndS. 

Si Ton imagine qu'un liquide, à Télat de régime perma* 
Dent, traverse normalement l'élément dX avec une vitesse F, 
le produit FdX représente le volume de liquide qui coule à 
travers Télément ^A pendant Tunité de temps, ou^ plus briè- 
vement, le flux de liquide correspondant à cet élément. Ce 
flux a encore pour expression le produit F»(/S obtenu en 
multipliant une section quelconque du canal par la compo- 
sante de la yitesse suivant la normale à cette section. 

Par analogie, nous appellerons quantité de force ou flux de 
force correspondant d un élément de surface^ le produit F»rfS 
de la surface de F élément par la composante normale de la 
force en ce point. Le flux de force par unité de surface est égal 
numériquement à la composante normale de la force. 

Les propriétés que nous allons établir justifieront complè- 
tement cette analogie. 

La notion des lignes de force est due à Faraday, et cet éminent 
physicien a montré tout le parti que Ton peut en tirer dans 
Tétude des phénomènes électriques. Faraday appelait nombre 
de lignes de force ce que nous désignons ici parles expressions 
quœitité ou flux de force. 11 nous a paru utile d'adopter une 
autre dénomination, d'abord pour simplifier le langage, et en- 
suite parce que le mot flux semble mieux correspondre au 
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caractère de continuité que présente la grandeur que Ton 
Teut évaluer. 

98. Théorème de Otmb. — Considérons une surface fermée 
entièrement convexe S (fig. 4) et soit + m une masse électri- 
que située au point 0, en dehors de cette surface. Un cône 
infiniment délié d*ouverture dtù^ ayant son sommet en 0^ 
intercepte sur cette surface deux éléments dS et ^S'. Soient 
feif les valeurs de la force électrique en dS et rfS', dX et dA' 




Fig. 4 



les sections normales du cône correspondantes, r«et r leurs 
dislances au point 0. On a évidemment 

dk dX' , 
— 5-=— 7r=«w* 



et, en multipliant ces équations membre à membre, on ob- 
tient 

/dk=fdX'=mdiù; 



mais, en vertu du théorème du flux de force, on a aussi 
fdk^fndS, fdX=f:dS\ 
f^dS =/nrfS' = mdiù. 



et, par suite. 
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Si Ton convient de considérer comme positives les compo* 
santés normales dirigées vers Textérieur de la surrace, et 
comme négatives celles qui sont dirigées vers Tintérieur^y), et 
f^ sont de signes contraires, ce qui donne 

/,rfS4.y;'rfS'=o. 

Si la surrace, tout en restant continue, avait des portions 
concaves, et si le cône considéré d^ù la coupait en plus de deux 
points, il la rencontrerait un nombre pair de fois; le produit 
fmd% aurait la même valeur numérique pour chacun des élé- 
ments interceptés, mais on devrait prendre ces produits alter- 
nativement en signes contraires, et la somme algébrique serait 
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encore nulle. On a donc, pour une surracc quelconque fermée 
extérieure à la masse agissante m, Téquation 




ffndS = o, 



c'est-à-dire que le flxix total de force qui sort de la surface 
est égal à zéro. 

Si la masse agissante m est située dans Tintérieur de la 
surface fermée S (fig. 5), les éléments rfS et rfS' découpés par 
un cône d'ouverture diù émanant de la masse m donnent tou- 
jours la relation 

/«rfS =fndS' = mdtji . 

Mais, dans le cas actuel, les composantes normales/» et/» sont 
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de même signe. On a donc, pour la surface entière, 



jf„dS=^m I dtù=:i%m» 



Donc, le flux de force qui sort d'une surface S refifermant une 
masse agissante m esC égal à 4^m. On peut dire^ en d'autres 
termes, que le flux total de force qui émane d'une masse m, 
dam toutes les directions, est égal à ^^m. 

11 est évident que, si chaque nappe du cône rencontre plus 
d'une fois la surface, elle la rencontre un nombre impair de 
fois, pour lesquelles les \aleurs de y^rfS doivent être prises 
alternatiTement de signes contraires, et le résultat final est 
toujours le même. 

90. — Supposons maintenant qu'il y ait des masses m, m', 
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m\... comprises dans la surface S (fig. 6), et d'autres masses m^, 
m,, m„... à l'extérieur. 

En chaque pointde la surface, la composante normale Fa de 
la force résultante F est égale à la somme algébrique des com- 
posantes normales des forces émanant de toutes les masses 
agissantes, tant intérieures qu'extérieures. 

En désignant par ^^fn la somme en un point des compo- 
santes normales qui proviennent des masses extérieures et 
par 2]f/« '^ somme des composantes relatives aux masses 

intérieures, le flux total de force qui sort de la surface S a pour 
expression 

fF^dS==fvj^JS^J^/.dS. 
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Comme le flux de force est nul pour chacune des masses 
extérieures^ il en résulte 

Pour chaque masse intérieure, au contraire, on a 
et, par suite, 

M étant la somme algébrique de toutes les masses intérieures. 
11 reste finalement 



(7) j>„rfS=4xM. 



Ainsi, pour toute surface fermée tracée d'une manière quel- 
conçue dans un champ électrique^ le flux total de force qui sort 
de la surface f c'est-à-dire F excès du flux des forces qui sortent 
sur le flux des forces qui entrent ^ est égal à la quantité d'élec- 
triciti comprise dans la surface multipliée par 4^. 

Si Ton désigne par i Tangle de la direction de la Torce F 
en un point de la surface avec la normale, la composante nor- 
male a pour expression 

F„=Fcosi. 

En appelant a la normale à la surface de niveau qui passe 
par le point considéré, et n la normale à la surface S comptée 
vers Textérieur, on a d'ailleurs 






de sorte que le théorème précédent peut être exprimé analy- 
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tiquemeot par Tune ou l'autre des équations 



W ^.V 






qui sont dues à Green. 

SO. É^nailoBB de Implaee «t d« PoImob. — Soient X, Y 

et Z les composantes de la force en un point P dont les 
coordonnées sont x^ y, et z, et considérons Télément de vo- 
lume dxdjdz. 

Si le milieu renferme des masses agissantes distribuées 
d'une manière continue et que ^/M soit la masse totale conte- 
nue dans rélément, on a, en désignant par p la densité , 

rfM = pdxdjdz. 

Le flux de force qui entre par la surface djdz passant par 

le point P est 

Xdjrdz; 

le flux qui sort par la face opposée est 

L'excès du flux qui sort est égal à 

3X . , . 3>V . . . 

-dxdjrdz=-^dxdjrdz. 

En répétant le même raisonnement pour les autres coor- 
données, on voit que le flux total de force qui sort de l'élément 
de volume a pour expression 

En vertu du théorème précédent, cet excès est égal au pro- 
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duit de 4^ par la masse totale d*électricité comprise dans )e 
Tolume, ce qui donne l'équation 

i'Y i'W 3>V 

On représente habituellement par AV la somme des trois 
dérivées s/3Condes partielles du potentiel par rapport aux coor- 
données. On peut donc écrire : 

(9) AV=-4^p. 

Si Télément de volume n*^cst pas électrisé, p = et Tcqua- 
tion se réduit à 

(10) AV=o. 

Ainsi, la somme en tm point des trois dérivées secondes par- 
tielles du potentiel^ par rapport à trois axes rectangulaires^ 
est égale et de signe contraire au produit de 4^ par la densité 
de la masse agissante en ce point. 

Cette somme est nulle quand il n'y a pas d électricité an voi- 
sinage du point. 

Ce théorème des dérivées secondes avait été énoncé d'abord 
par Laplace, sous la dernière forme, dans ses travaux sur Tat- 
traction universelle. Poisson Ta complété en montrant qu'il 
est nécessaire de tenir compte de la densité de la masse agis- 
sante au point considéré. 

SI. — Supposons, en particulier, que l'on prenne pour axe 
des z la normale à la surface de niveau, de sorte que les axes 
des X et des j^ soient dans le plan tangent. 

Le flux de force étant nul parallèlement à la surface, on a 

7-3=0 et r-T=o- 

S'il n'y a pas d'électricité au point considéré, il résulte aussi 
du théorème précédent 
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Ainsi, la dérivée seconde partielle du potentiel est nulle 
dans toute direction tangente à une surface de niveau. Elle est 
encore nulle par rapport à la normale s'il n y a pas d'électri- 
cité au point considéré. 

as. OlBtFlbntloB ém rélectrlelté à la mnvtmcm des eoB4nete«n. 

— Le théorème de Poisson permet de démontrer cette pro- 
priété fondamentale que dans tout conducteur en équilibre il 
n'existe d'électricité qu'à la surface. 

Nous avons vu, en effet, que la force est nulle dans un 
conducteur en équilibre et que, par suite, le potentiel a une 
valeur constante dans toute l'étendue des conducteurs. Les 
dérivées de tout ordre du potentiel sont nulles en chaque 

point; on a donc 

AV=o, 
et, par suite, 

p=o. 

Ainsi, à Tintérieur d'un conducteur en équilibre, non seu- 
lement il n'y a pas de force électrique, mais il n'y a pas 
d'électricité. La distribution est purement superficielle. 

83. Formule de fireen. — Le théorème relatif au ûux de 
force nous a donné, pour une surface fermée, l'équation 



-/g*=4.M. 



La masse M intérieure à la surface est égale à la somme 
des masses ^dv comprises dans les différents éléments de vo- 
lume; on a donc, en tenant compte de l'équation (9), 

(11) f^dS=-U^pdi^=f^ydi^. 

Cette équation est un cas particulier d'une formule plus 
générale due à Green. 

Soient U et V deux fonctions finies et continues de x, y et z. 
Posons encore 
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et considérons Tintégrale 

étendue au Tolume enyeloppé par une surface fermée S. 
Cette intégrale se compose de trois termes de la forme 

En intégrant cette expression par parties, on obtient 

Dans le second membre Tintégrale doit être étendue, pour 
le premier terme, à toute la surface S^ et, pour le second, au 
Tolume limité par cette surface. En opérant de même pour 
les autres coordonnées, la somme des intégrales relatives à la 
surface S sera 

Or, si Ton considère V comme un potentiel, ce qui n'enlève 

rien à la généralité de la démonstration, Texpression — *'—djdz^ 

ou \djdzj représente le flux de force traversant Télément de 
surface dydz^ c'est-à-dire la projection d'un élément «fS de 
la surface sur un plan perpendiculaire à Taxe de x. 11 en est 
de même pour les autres termes, de sorte que la parenthèse 
représente, au signe près^ le flux de force qui traverse cet 
élément de surface. Cette parenthèse est donc égale à — F^rfS, 

ou — t/S, et Ton a finalement )a formule de Green : 
J J ^n J \^Jc Dx ^y^y ^z ^z) 
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En y faisant U=iy on retrouye Téquation précédente (ii). 
Lorsque les fonctions U et V sont identiques, il vient 

,.3,/v.W.=/v^^-/[(g)VC^)".(|ï)>. 

Si la fonction V représente le potentiel d*un système élec* 
trique, la force F est déterminée par l'équation, 

ce qui donne 
( 1 4) f\A\di^=f\ ^ dS - JFV^, 

ou, d'après le théorème de Poisson, 

(i5) 4r rvprfi'=- rv^rfs+jprfv'. 

M4L. Des iMbes 4e force. — Nous a?ons TU qu'uu tube de force 




F»g- 7 

est un canal orthogonal aux surfaces de niveau, limité latcra- 
lement par des lignes de force. 

Considérons un tube de force terminé pardeux surfaces quel- 
conques S et S' (fig. 7), et appliquons l'équation (7) au volume 
ainsi défini. La surface latérale ne donne rien dans l'intégrale, 
puisqu'en chaque point la composante normale de la force 
est nulle ; l'intégrale se réduit donc aux deux termes fournis 
par les surfaces terminales. 

Supposons d'abord que le canal ne renferme aucune masse 
électrique. L'intégrale, réduite aux deux termes des bases, doit 
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. «être nulle, ce qui donne 

ou, en valeurs absolues, 

jF^dS=fF:dS'; 

<î'est-à-dire que le flux de force est le même à rentrée et à la 
sortie du canal. 

On voit, d'après cela, que le flux de force est le même à 
trayers une section quelconque d*un canal orthogonal. Ce flux 
<le force se conserve donc, comme le débit d'un liquide en 
mouvement dont la vitesse en chaque point serait égale et 
parallèle à la direction de la force. 

Si la section du canal est infiniment étroite et les surfaces 
terminales normales à la force, Téquation se réduit à 

FrfS=FrfS'; 

d où il résulte que la force en chaque point du tube est en rai- 
son inverse de la section. 

35. Théorème de Coulomb. — Considérons sur un conduc- 
teur en équilibre un élément de surface ^S, et menons à Tex- 
teneur le canal correspondant jusqu'à la rencontre d'une sur- 
face de niveau S^ infiniment voisine. Prolongeons le canal à 
l'intérieur du conducteur d'une manière quelconque, termi- 
nons-le par une surface arbitraire Sj, et appliquons le théo- 
rème au volume limité par les surfaces S^ et S^ et la surface 
latérale du canal. La force est nulle sur toute la surface S, 
qui fait partie du conducteur, et la composante normale est 
Qulle sur la surface latérale du canal; il n*y aura donc de 
flux de force que pour la surface extérieure dS^. Si Ton dé- 
signe par a la densité superficielle de l'électricité sur l'élé- 
ment flfS, la masse totale comprise dans le volume considéré 
est zdS. 11 en résulte 

FrfS,=47carfS. 
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Les deux surfaces étant infiniment Toisines et parallèles, 
on a rfS^ = rfS, et il reste 

Ainsi, la force électrique en un point infiniment voisin d'un 
conducteur en équilibre j quelles que soient d ailleurs les masses 
agissantes, est égale à la densité électrique dans le voisinage 
de ce point multipliée par 4i:. 

Comme on a d'ailleurs 

F ^V 
^^-^dJl' 

il en résulte que la densité superficielle à la surface d'un 
conducteur peut être exprimée en fonction de la force exté- 
rieure ou du potentiel par la relation 

4^ 4^ dn 

se. ÉUflteBto corrMpoBdaBto. — Considérons enfin un tube 
de force infiniment étroit placé entre les surfaces de deux 
conducteurs auxquelles il aboutit normalement. 

Les deux éléments de surface dS et dS' découpés par le tube 
sont appelés éléments correspondants. 

Prolongeons le tube de part et d'autre jusque dans Titité- 
rieur des conducteurs, où nous le supposerons terminé par 
deux surfaces quelconques. Le flux de force est nul sur toute 
la surface du volume ainsi déterminé, puisque la force est 
tangente le long des parois latérales et nulle aux deux ex- 
trémités qui font partie des conducteurs. Quant aux masses 
électriques, si on désigne par a et a' les densités sur les élé- 
ments correspondants dS et dS', leur somme est odS-^o'dS'. 
Celte somme doit être nulle, ce qui donne 

ffrfS = — a'rfS'. 

Ainsi, deux éléments correspondants contiennent des quan^ 
tités d électricité égales et de signes contraires. 
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Si les deux surfaces en regard sont des plans parallèles, 
toutes les lignes de force sont des normales aux plans ; les 
éléments correspondants sont égaux et il reste 

a= — a . 

Il en est de même si les deux conducteurs, sans être plans, 
sont infiniment Yoisins, parce qu*alors les éléments de surface 
dS et ^S' peuvent être considérés comme égaux. 

S9. Chaaip uwkitormm. — Lorsque les lignes de force sont 
parallèles entre elles, les surfaces de niveau sont des plans 
parallèles. Le flux de force étant constant dans un tube cy- 
lindrique, on voit que la force a une valeur constante. On dit 
alors que le champ est uniforme. 

Réciproquement, si la force dans un champ électrique est 
constante en grandeur et en direction, les surfaces de niveau 
sont nécessairement des plans parallèles. 

S9. S«rfaee électrlsée séparant 4enx dlélecfrl^nes. — Sup- 
posons enfin qu'une surface électrisée S (fig. 8), n'apparie- 



\ 4 xr 




nant pas à un corps conducteur, sépare deux diélectriques 
différents. 

Considérons un élément de surface ^S sur lequel la densité 
est a. Menons par le contour de cet élément un canal orthogo- 
nal terminé par deux bases égales et parallèles à t/S, et de 
hauteur telle que la surface latérale soit infiniment petite par 
rapport à celle des bases. Le flux de force relatif aux parois 
de ce cylindre est négligeable par rapport au flux qui traverse 
les bases. En appelant F et F' les forces dans les deux milieux 
au voisinage de cet élément, on aura donc 

4^arfS = F;rfS-F„rfS, 
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OU 

Donc la différence des composantes normales de la force de 
part et d'autre d'une surface électrisée est égale au prodmt de 
4ic par la densité sur la surface. 

Ce théorème comprend, comme cas particulier, celui de 
Coulomb (ss) où S est la surface d*un corps conducteur. 

89. — Considérons deux points P et P' situés au milieu 
des bases du cylindre précédent. L'action F au point P se 
compose de Faction de toutes les masses extérieures à Télé- 
ment et de Faction —9 de cet élément. Quand on passe.de P 
en P', Faction des masses extérieures ne change pas d'une 
manière sensible, mais celle de Télément change de signe et 
devient +9. Comme cette force 9 est d'ailleurs normale par 
symétrie, la composante normale de la force varie de a 9, ce 
qui donne 

F^ — Ffl = 29 = 4xa, 
ou 

9 = 2::». 

La composante normale de la force étant seule modifiée, 
les composantes tangentielles des forces F et F restent égales 
de part et d'autre de la surface. Appelant i et i' les angles des 
forces avec la normale d'un même côté de la surface, on a donc 

F'sinr=Fsin/. 
L'équation précédente donne d'ailleurs 

F' cos i' — F cos i = 4i; j ; 
on en déduit 

tangr _^ . 4^^ _, . 4^^ 
tangt Fcosi F„ 

Les forces éprouvent donc une sorte de réfraction^ lors- 
qu'elles rencontrent une surface électrisée. On peut remar- 
quer en passant que, la loi de réfraction étant déterminée par 
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le rapport des tangentes des angles de la normale avec les 
forces, il ne se présentera jamais de phénomène analogue à 
la réflexion totale. 

41. PrcMion éleetrostatlqne. — L'électricité OCCUpe à la 

surface du conducteur une couche très mince dont l'épaisseur 
ne parait pas pouvoir être déterminée par expérience, mais 
qui est nécessairement finie. Il est probable que cetle cou- 
che est limitée à la surface même du conducteur et qu'elle 
occupe une partie du milieu diélectrique ambiant. 

Soit AB (fîg. 9) l'épaisseur de cette couche. La force est nulle 
en A sur la surface interne S^ et, à parlir du point B sur la 
surface externe S^, elle a pour valeur F=:4^7. Dans l'inter- 
valle, la force varie donc de o à F suivant une loi inconnue* 



\ 

\ 

, I 

A M_ 



Soit p la densité de la couche en un point M, et V le po- 
tentiel. La force en ce point est normale à une surface 

de niveau intermédiaire à S^ et S^ et a pour valeur — ^. 

Désignons par e l'épaisseur AB. Ce qu'on a appelé jusqu à 
présent densité superficielle représente la quantité d'électri- 
cité qui se trouve dans la couche e pour l'unité de surface ; 
on a donc 



'=/■' 



////. 



Prenons trois axes rectangulaires dont l'un soit dirigé suivant 
la normale en M à la surface de niveau, c'est-à-dire la nor- 
male aux surfaces S^ et S^, et dont les deux autres x et j soient 
dans le plan tangent à cetle surface de niveau. 

Électr. ei Mngn. I — 3 
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Les dérivées secondes r— 5 et -— ^ étant nulles (31), la den- 

site a pour expression 

I ^^V 

La force totale qui s'exerce sur la couche électrique crfS 
d'un élément de surface est donc» en désignant par p la force 
sur Tunité de surface, 

d\ 
Comme 77— est nul au point A, il reste simplement 



D'autre pari, 
ce qui donne 








/»" 





11 est remarquable que cette expression puisse être obtenue 
rigoureusement sans autre hypothèse que Textrême petitesse 
Je Tépaisseur e, et, par suite, quelle que soit la loi de distri- 
bution suivant la normale. 

Ainsi, la masse électrique répandue sur chaque unité de 
surface est poussée vers Texlérieur avec une force égale à arc^, 
proportionnelle par conséquent au carré de la densité. Cette 
pression électrostatique, ou tension électrique, est contrebalan- 
cée par la résistance du diélectrique. 

Lorsque les conducteurs sont dans Tair, cette force a pour 
effet de diminuer la pression atmosphérique à leur surface 
Si la pression était primitivement P par unité de surface sur 
les corps àTétat neutre, elle deviendra après Télectrisation, en 
chaque point de la surface des conducteurs^ 
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Ainsi une bulle de savon isolée augmentera de volume par 
rélectrisation et reprendra son volume primitif quand on le 
ramènera à l'état naturel. Van Marum, par exemple, a con- 
staté qu'un ballon rempli d'hydrogène devient plus léger et 
que sa force ascensionnelle augmente quand on l'électrise. 

Si la densité est uniforme sur un conducteur, il en est de 
même de la pression électrostatique, et, comme celle-ci est 
normale en chaque point, elle donne une résultante nulle. 

Si la densité varie d'un point à un autre, Tefifet des pres- 
sions électrostatiques équivaut, en général, à une force uni- 
que et à un couple. Le résultat ainsi obtenu est évidemment 
identique à celui que donnerait la considération directe des 
actions des masses extérieures sur les différentes masses élec- 




Vs 



Fig. lo 

triques du conducteur, que l'on supposerait fixées à la ma- 
tière pondérable. 

42. CoBséquence de la distribution de l^électriciCé à la sur- 

faee des conducteurs. — La théorie qui précède a pour base 
la loi de Coulomb, considérée comme un fait expérimental. 
On pourrait suivre une marche différente en prenant comme 
point de départ cet autre fait expérimental, plus facile à véri- 
fier d'une manière rigoureuse, que rélectricité existe seule- 
ment à la surface des conducteurs et qu'à fintérieur il riy a 
ni électricité ni force électrique^ même lorsque les conducteurs 
contiennent des cavités fermées. 

Considérons une surface S électrisée (fig. lo). Menons par un 
point intérieur P un cône d'ouverture infiniment petit ^/g), qui 
découpe sur la surface, aux distances r et r\ deux éléments 
r/S et dS' sur lesquels les densités sont respectivement a et (;'. 
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Si les forces électriques sont proportionnelles à une fonc- 
tion de la distance/(/), Taction de Télément ^Ssur Tunité de 
masse au point P peut s'écrire 

En appelant i Tangle du rayon vecteur /* avec la normale a 
l'élément rfS, on a 

i-^dtù^dScosi, 
ce qui donne 

^ COSI ^ ' 

L'action de l'élément rfS' est, de même, 

cost ^ ^ '' 

et ces deux actions sont directement opposées. 

Si la surface considérée est une sphère, les angles i et i' sou 
égaux. Si de plus la sphère est isolée et soustraite à toute ac- 
tion étrangère, la distribution est homogène, et les densités ; 
et (5 sont égales. 

La force au point P est nulle si les actions des éléments 
opposés rfS et r/S' sont égales et il suffit pour cela que l'on ail 
la relation 

'•VW-'-'VlO-const., 

c'est-à-dire que les forces électriques soient en raison inverse 
du carré de la distance. 

La loi du carré satisfait donc à la condition, comme on le 
savait déjà, et c'est la seule. On peut le voir d'une manière 
simple par le raisonnement suivant dû à M. Bertrand. 

Quel que soit/(r), on peut choisir deux valeurs r^ et r^ tel- 
les qu'entre ces deux valeurs de la variable le produit r^J\r) 
soit toujours croissant ou décroissant quand /• augmente. 

Construisons une sphère (fig. ii) dont le diamètre soit égal 
à la somme '•^-^/^„ et considérons le point P qui partage le 
diamètre dans les deux segments /•, et /j,. Sur ce point, les 
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actions des éléments opposés dS et dS\ déterminés par un 
même cône d'ouverture rfo), sont : 
pour rfS 



et, pour rfS', 



-' JVh 

COSi ^ ^ ' 



cost "^ ^ ' 



Toutes les valeurs de /et de r sont comprises entre les 
limites r^ et r^ et la valeur de r est toujours plus petite que la 
valeur correspondante de r ; la valeur de r^ f {r), pour les 
élénnents de la partie supérieure, sera toujours plus petite ou 




toujours plus grande que celle de r'^f {r) pour ceux de la 
partie inférieure; par suite, l'action de la zone DAC plus 
petite ou plus grande que celle de la zone DBC. L'équilibre 
sera donc impossible, à moins que r^ f{r) ne soit une cons- 
tante, c'est-à-dire à moins que la fonction /(/) ne soit pré- 
cisément en raison inverse du carré de la distance. 

43. Actions des conchM sphérlqnes. — Vactiotl d'une COU- 

che sphérique homogène sur un point extérieur est la même que 
si toute la masse était concentrée au centre de la sphère. 

Considérons, en effet, Faction qu'une sphère S (fig. 12), re- 
couverte d'une couche homogène de densité a, exerce sur un 
point P extérieur. 

L'action étant évidemment dirigée vers le centre, il suf- 
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fira de faire la somme des composaQles des actions élémentai- 
res suivant cette direction. 

Celle composante pour Télément dS de surface au point A, 
situé h une distance p de P, est 

9 = — n-COSa. 

P 

Soit P'ie point conjugué du point P, c'est-à-dire tel qu'on ail 
OF.OP=R^ 

si nous menons AP' et AO, les triangles AOP' et AOP sont 




semblables, à cause de Tangle commun en et de la relation 

R ~0P' 



par suite, les angles OPA et OAP' sont égaux et l'on a, en ap- 
pelant r la distance P'A et D la distance OP, 

/ R 

Enfin, soit dui Tangle qui sous-tend Télément rfS vu du 
point P', 

r^d(ù — (IS cos oi. 
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Eû remplaçant rfScosa par cette valeur dans l'expression 
de la composante 9, il vient 

et l'action totale de la sphère est 

On voit que l'action est la même que si toute la masse M était 
concentrée au centre de la sphère. 

Le potentiel de la couche sphérique à l'extérieur est aussi 
le même que si toute la masse était concentrée au centre. 

Si le point P est très voisin de la surface, D — R et l'action 
de la couche est égale à ir.7, conformément à ce que nous 
avons trouvé déjà (as) pour un conducteur quelconque. 

La composante parallèle à OP de l'action exercée sur le 
point P par l'élément de surface dS ne dépend qu 3 de l'angle 
du, sous lequel on voit cet élément du point P'. C îtte compo- 
sante est donc la même pour un élément dS' situé en A' et 
opposé au premier par rapport au point P'. 

11 en est de même pour tous les éléments de la zone CB'C, 
comparés deux à deux aux éléments de la couche CBC. 

Le plan CC partage doiic la surface de la sphère en deux 
parties dont les actions sur le point P sont égales, chacune 

délies étant égale à 2x7 rp. 

Si le point P s'éloigne indéfiniment, les deux zones tendent à 
devenir égales; s'il est infiniment voisin de la surface, la zone 
antérieure devient infiniment petite et son action sur un point 
infiniment voisin se réduit à ir^i. Nous avons déjà obtenu ce 
résultat (ao) pour une surface quelconque. 

44. AetioH d'une sphère formée de couclies homoi^èBes. — 

Considérons d'abord une sphère électrisée dans toute son 
épaisseur et formée de couches concentriques homogènes. 
L'action de cette sphère en un point extérieur est la même 
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que si toute la masse agissante était concentrée au centre, ou 
encore portée à la surface de manière à y former une couche 
uniforme. 

Sur un point situé à l'intérieur de la sphère, Taction des 
couches qui Tenveloppent est nulle ; celle des couches de rayon 
plus petit que sa distance au centre est encore la même que si 
leur masse était concentrée au centre. 

Quand on va vers le centre^ la masse agissante diminue 
donc de plus en plus ; la force est toujours dirigée suivant le 
rayon, et dépend de la manière dont varie la densité. 

Lorsque la densité p de la sphère est constante, Faction qui 
s'exerce sur un point intérieur à la distance r est égale à 
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ello est donc proportionnelle à la distance au centre. 

Si la densité en un point est proportionnelle à la puis- 
sance n*de sa distance / au centre, p=al"\ l'action à la dis- 
tance r de la couche d'épaisseur dl est 

et l'action totale 

^ c/o i^n-^Z) /n-3 

Cette action est constante pour n— — i ; elle croît, au con- 
traire, à mesure que l'on se rapproche du centre, si n< — i. 
La masse totale de la sphère de rayon R est 

ce qui donne 

Supposons que la densité varie suivant une loi quelconque. 
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Soit m la masse extérieure à la sphère qui passe par le point P, 
p^ la densité moyenne de la sphère entière et p la densité 
moyenne des couches extérieures, on aura 



r, M — m 
t* ^==^ z — 



= i[|.R,.-|^R.-.„]=«[.-(,-i^.)i]. 



La force à la surface est F^ = 02» ^^ î"^ donne 



|4'[-('-îr.)^} 



La force peut d'abord être croissante à partir de la surface, 
puis atteindre un maximum, et devenir ensuite décroissante 
jusqu'au centre. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour les varia- 
tions de la pesanteur dans l'intérieur du globe. Il faut, pour 
cela, que l'on ait 



{'-i)f. 



<'-w 



Si l'épaisseur /i=:R— r est très petite par rapporta R, cette 
condition peut s'écrire 

La densité moyenne de la Terre étant environ égale à 5,5 et 
celle de la surface à 2,5, on a, en effet, 

P 2'^ /,- 



CHAPITRE TROISIEME 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX 



45. ÉmiMioB et abiorptlon de foreei par les maMei élec- 
triques. — Le flux de force qui se propage dans un tube 
orthogonal reste constant, comme nous Tavons vu (34), tant 
que ce tube ne rencontre aucune masse agissante ; le sens de 
la propagation est celui où le potentiel diminue. 

Si le tube rencontre une masse m d'électricité, le flux de 
force prend, au lieu du passage, un accroissement 4^''') 
qu'il conserve au delà tant que le tube ne rencontre pas de 
nouvelles masses. Si la masse rencontrée est sur la surface 
d'un conducteur, cette masse est telle qu'elle réduit à zéro 
le flux de force propagé par le tube; on peut donc dire, de 
deux éléments correspondants dS et dS' où les densités 
sont G et a , que l'électricité positive de l'élément rfS émet 
un flux de force i^^dS qui va s'absorber à Tautre bout du 
tube dans la quantité égale d'électricité négative située sur 
l'élément dS\ 

D'après les idées de Faraday, il n'existerait pas de tubes de 
force indéfinis; un tube émanant d'un corps électrisé irait tou- 
jours aboutir quelque part sur un autre corps, de manière à 
induire sur l'élément correspondant une quantité d'électri- 
cité égale et de signe contraire. Il ne pourrait, d'après cela, 
exister nulle part une quantité absolue et indépendante d'élec- 
tricité, soit positive soit négative, et qui n'aurait pas à l'autre 
extrémité du tube sa quantité complémentaire. 
Aucune ligne de force ne peut exister entre deux points 
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chargés de même éleclricité. Il n'en peut exister également 
entre deux points au même potentiel. Enfin, aucune ligne de 
force ne peut correspondre, sur un conducteur, à un point 
non chargé d'électricité (a»). 

46. Eh dehors des maMes ai^IssaBtes, le poteBtiel ne peut 

»Toir ninaximiim ni miBimiim. — Unemasse isolée m concen- 
trée en un point peut être regardée comme une couche répan- 
due sur un conducteur très petit. Si la masse m est positive, 
le point A qu'elle occupe est un centre d'émission de force 
pour toutes les directions; si elle est négative, c'est pour toutes 
les directions un centre d'absorption. Dans les deux cas, les 
surfaces de niveau voisines sont des surfaces fermées. Ces sur- 
faces à la limite sont même sphériques, car à une distance très 
petite r du point Â, le potentiel des masses extérieures devient 

négligeable devant le potentiel — de la masse m. 

Les surfaces de niveau étant fermées autour de A, le poten- 
tiel y a une valeur maximum ou minimum : maximum, si la 
masse m est positive; minimum, si elle est négative. 

Réciproquement, partout où le potentiel présente un maxi- 
mum ou un minimum, il y a de Télectricité. 

En effet, à partir d'un point A de maximum, le potentiel est 
décroissant dans toutes les directions, les surfaces de niveau 
voisines sont nécessairement fermées, et le flux de force qui 
traverse, par exemple, une surface sphérique S très petite 
comprenant le point A a une valeur finie Q. Il y a donc dans 
l'intérieur de cette surface une quantité d'électricité positive 

égale à 7-. 

De même, un minimum de potentiel est un centre d'absorp- 
tion de force où il y a une masse correspondante d'électricité 
négative. 

Donc, dans un système électrique quelconque, il ne peut y 
avoir ni maximum absolu ni minimum absolu de potentiel en 
dehors des masses agissantes. 

49. Poioto ec liirnes d'équilibre. — Soit V^ le potentiel en 
un point fixe P„. Le potentiel Venun point voisin P, dont les 
coordonnées par rapport à des axes passant par le premier 
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sont x^y-y z, peut être exprimé par la formule de Maclaurin, en 
fonction des puissances croissantes des coordonnées^ et on a 

V-V„-hH,-hHa-hH,-h , 

H| étant une fonction du premier degré des coordonnées du 
point P, H, une fonction de second degré, etc. Si la fonction 
H^ est identiquement nulle, c'est-à-dire si les trois dérivées 
partielles du potentiel sont nulles, 

(S).- (f)r- ©.- 

le point P^ est un point singulier de la surface de niveau V^; 
la force y est nulle, c'est donc un point d'équilibre. Pour les 
points voisins, on peut négliger en présence de Hj les fonc- 
tions d'un degré supérieur et Téquation de la surface de 
niveau se réduit à 



La surface de niveau au point P^ est tangente à un cône 
du second degré dont l'équation est H, = o. 

Si la fonction H^ elle-même est nulle et que Un soit la pre- 
mière fonction du développement qui ne s'évanouisse pas, 
Téquation 

H„ = o 

est celle d'un cône du degré n tangent à la surface du niveau 
au point P^. Ce cône sera formé de n nappes ou d'un nombre 
moindre, correspondant à un nombre égal de nappes de la 
surface de niveau. 

Si les nappes du cône ne se coupent pas, il en est de même 
des surfaces de niveau et P^ est un point d'équilibre isolé. 

Si les nappes du cône se coupent, chaque ligne d'intersec- 
tion est aussi l'intersection de nappes correspondantes de la 
surface de niveau et constitue une ligne d'équilibre qui aboutit 
au point P^. 
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48. — Si la surface de niveau au point P^ est formée de deux 
nappes qui se coupent, Fintersection des nappes se fait à angle 
droit. 

Il est évident d'abord qu'ea tout poiat de la ligae d'inter- 
section la force est nulle^ puisqu'elle ne peut être à la fois 
normale aux deux nappes. Si i'inlerseclion a lieu à la sur- 
face d'un conducteur, il n'y a pas d'électricité aux points cor- 
respondants (<**) ; c'est une ligne neutre. 

D'un autre côté, prenons la tangente commune pour axe 
des z et l'axe des y tangent à l'une des nappes. Ces deux di- 
rections étant sur une surface de niveau, on a (ai) 






La somme des trois dérivées secondes partielles devant 
être nulle, d'après le théorème de Laplace, il en résulte 

c'est-à-dire que Taxe des x est aussi tangent à la surface de 
niveau ; les deux nappes se coupent donc à angle droit. 

40. — Ce raisonnement suppose que la fonction H, est finie. 
Si celte fonction s'évanouit aussi, l'équation de Laplace se ré- 
duit toujours à 

,quand on prend pour axe des z la ligne d'intersection. Dési- 
gnons par /• la distance du point P à l'axe des z et posons 

a: = /cosO, 
j=zr sinO. 



L'équation de Laplace devient 
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L*intégrale de cette équation, développée suivant les puis-l 
sances croissantes de r, est 

V=V^-hA|rcos(ô-l-ajH-Aa/'*COS(2e4-aj) -+-A«/-« COs(/iô-+-a.,). 

Sur la ligne d'équilibre on a A^ = o. Si n est Tordre du 
premier terme qui ne s'évanouit pas, il vient 



V=V^4-Artf-« cos (ne -!-««) -4-- 



réquation de la surface tangente à la surface de niveau au 
point P^ se réduit à 

cos(/i0-ha/i) = o, 

et représente n plans, passant par la ligne d'intersection, dont 

les angles successifs sont égaux à -. 

Dans ce cas, la surface de niveau est formée de n feuillets 

se coupant successivement sous r angle -. 

Considérons, comme exemple, la surface d'un conducteur A 
chargée en partie d'électricité positive et d'électricité négative; 
la ligne de séparation des deux couches est une ligne neutre, 
La force est nulle en un point quelconque de la ligne neutre 
et il y a dans le diélectrique une autre surface de' niveau 
qui coupe normalement le conducteur le long de cette ligne. 
On remarquera que cette surface de niveau particulière 
sépare les lignes de force émanant du conducteur A de 
celles qui viennent y aboutir. On peut donc la considé- 
rer, au moins dans une partie de son étendue, comme une 
surface limite des lignes de force. Nous retrouverons cette 
propriété dans différents cas particuliers. 

50. I^'état d'équilibre est unlqae. — On pCUt remarquer, 

d'abord, que la superposition de deux états d'équilibre est un 
état d'équilibre. 

En effet, dans chacun des deux étals d'équilibre le poten- 
tiel est constant sur tous les conducteurs. La superposition 
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des deux systèmes de couches électriques produit en chaque 
point un potentiel égal à la somme des potentiels relatifs aux 
deux étals primitifs. Le potentiel est donc encore constant sur 
chacun des conducteurs et Téquilibre existe. 

Il en résulte que, si Ton change dans un rapport constant la 
densité électrique en chaque point, on obtiendra nn nouvel 
.état d'équilibre, puisque l'opération revient à superposer deux 
ou plusieurs états d'équilibre identiques. 

SI. — Un système de conducteurs A^, A^yAj..., dont les char- 
ges électriques sont toutes nulles séparément^ est nécessairement 
à Cétat neutre. 

Désignons, en effet, par V^, V2, V3..., les potentiels de ces 
différents conducteurs, et soit Vp le plus grand. 

Il ne peut y avoir dans le diélectrique aucun point où le 
potentiel soit plus élevé que V^, puisqu'il n'y a pas de" maxi- 
mum de potentiel en dehors des masses agissantes. Le po- 
tentiel baisse donc dans tous les sens à partir du conduc- 
teur A^ toutes les lignes de force émanent de ce conducteur 
et aucune n'y aboutit. Comme la somme des flux de force doit 
être nulle, puisque, par hypothèse, la charge totale de A, 
est nulle, on voit que tous les flux de force élémentaires 
sont nuls. La densité est donc nulle sur toute la surface et, 
par suite, le conducteur n'est pas électrisé. 

Le conducteur A| étant à l'état neutre n'exerce aucune ac- 
tion sur les conducteurs voisins, on peut le supprimer et 
raisonner de la même manière sur le conducteur suivant A^ ; 
on démontrera ainsi successivement que tous les conducteurs 
sont à l'état neutre. 

Supposons maintenant que les conducteurs A,, A^, A3..., 
ayant des charges M^, ^^, M3..., différentes de zéro, il y ait 
deux états d'équilibre possibles, tels que les densités sur 
les conducteurs A^ A^, A3..., soient c^, Cj, «73..., dans le 
premier état et ci, cs, cg..., dans le second. 

En changeant les signes de toutes les masses électriques 
du deuxième état, on aura encore un état d'équilibre, le- 
quel, superposé au premier, donnera un nouvel état d'équi- 
libre où la charge totale sera nulle sur chacun des conduc- 
teurs. 
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Dans ce cas, la densité doit être nulle partout, d'après la 
remarque précédente. On a donc 



^2 — ^2y 

/ 

^3 — - ^.ï » 



La distribution est donc la même dans les deux états, et par 
suite réquilibre est unique. Si le système proposé comprenait 
des masses fixes, on pourrait toujours les supposer sur des 
conducteurs infiniment petits et rien ne serait changé aux 
raisonnements. Le théorème est donc général. 

58. Théorèmes relatifs aux surf ace» ferméei. — Si le potetl- 

tielest constant sur une surface fermée S ne renfermant pas de 
masse agissante, il est constaiit dans tout fititérieur. 

En effet, le potentiel ne pourrait varier à l'intérieur de la 
surface S sans atteindre en un point une valeur maximum ou 
minimum, ce qui est impossible puisqu*il n'y a pas d*élcc- 
tricilé (45). 

Si la surface considérée est la surface extérieure d'un con- 
ducteur, on voit que le potentiel est constant^ non seulement 
dans la niasse du conducteur, ce qui est une conséquence 
déjà déduite des conditions de l'équilibre, mais dans les cavi- 
tés que celui-ci peut renfermer. 

53. — Si une surface à potentiel constant comprend une por- 
tion du diélectrique, le potentiel est constant, non seulement dans 
fespace intérieur, mais dans tout l'espace extérieur, en dehors 
des masses aç/issantes. 

En effet, le potentiel étant constant à Tintérieur, aucune 
ligne de force ne traverse la surface ; toutes celles qui pour- 
raient la rencontrer devraient y naître ou s'y absorber, ce 
qui est impossible puisque la surface ne porte pas d'électri- 
cité. Aucune ligne de force ne rencontre donc la surface. 

Puisqu'il n'y a aucune ligne de force rencontrant la sur- 
face, le potentiel est constant à l'extérieur dans son voisi- 
nage immédiat ; on peut donc tracer tout autour une nouvelle 
surface S' jouissant de la même propriété, sur laquelle on 
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répétera le même raisonnement, et ainsi de suite indéfini- 
ment, à la condition de se tenir toujours en dehors des mas- 
ses agissantes. 

»4. — Ce dernier théorème a été démontré par Gauss, 
d'une manière différente, au moyen du lemne suivant : 

Si une surface sphérique ne renferme aucune masse agis- 
sanie. le potentiel au centre est la moyenne des valeurs du 
potentiel aux différents points de la surface. 

En effet, soit R le rayon de la sphère, m une des masses 
agissantes située en un point A à une distance d du centre, 
et r la dislance au point A d'un élément f/S de la surface; 
la valeur moyenne, sur la surface, du potentiel dû à la masse 
m a pour expression 

rmd% 

V -Lj—. 

'""" 4^R^ ' 

la somme / est la valeur en A du potentiel d'une 

couche homogène de densilé m qui recouvrirait la sphère, 
elle est égale (u) à 

4-R-m 



La valeur moyenne du potentiel sur la sphère est donc 



V —'" 



m 

T 



c'est-à-dire, égale à la valeur du potentiel au centre. 

Ce raisonnement s'étend évidemment à un nombre de mas- 
ses quelconque. 

Cela posé, supposons que dans une portion du diélectrique 
limitée par la surface S, le potentiel ait une valeur constante 
V ; si la valeur du potentiel était différente de V à Textérieur, 
il serait toujours possible de tracer une sphère ayant son 
centre à l'intérieur de S et ne rencontrant à Textérieur que 
des points où le potentiel aurait une valeur toujours plus 

Électr. et Magn. I — k 
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grande ou toujours plus petite que V ; mais alors la valeur 
moyenne du potentiel sur la sphère serait différente de sa 
valeur au centre. Le potentiel à Textérieur de la surface S 
ne peut donc être différent de V. 

55. — Lorsqu'une surface fermée S enveloppe toutes les 
masses agissantes et que j sur cette surface^ le potentiel a une 
valeur constante V, il a en chacun des points extérieurs une 
valeur comprise entre V et zéro. 

Supposons V positif. Comme le potentiel est nul à l'iafini, 
il ne peut avoir en un point P extérieur à la surface une va- 
leur supérieure à V, sans quoi il y aurait quelque part un 
maximum de potentiel et, par suite, des masses électriques, ce 
qui est contraire à Thypothèse. De même, le potentiel en P ne 
peut pas être plus petit que zéro, sans quoi il y aurait un 
minimum. Le potentiel à l'extérieur est donc compris entre 
V et zéro. Il ne peut même être égal à V, à moins que V 
lui-même ne soit nul. En effet, il ne peut être égal à V sans 
être un maximum par rapport aux points voisins ou sans 
faire partie d'une région à potentiel constant qui s'étendrait 
jusqu'à la surface S ; mais, dans ce dernier cas, d'après le 
théorème précédent, le potentiel serait constant dans tout 
le diélectrique et ne pourrait avoir que la valeur zéro, puis- 
qu'il est nul à l'infini. 

56. — Une surface conductrice S qui renferme toutes les 
masses agissantes ne peut avoir d'électricité que d'une seule 
espèce. 

En effet, soit V le potentiel de la surface que nous sup- 
poserons positif. S'il y avait de l'électricité négative en uu 
point A, des lignes de force aboutiraient à ce point, et il fau- 
drait qu'il y eût quelque part un point extérieur P où le po- 
tentiel eût une valeur supérieure à V, ce qui est impossible 
d'après le théorème précédent. 

, 57. — Lorsque^ dans un système en équilibre^ un corps con- 
ducteur enveloppe diverses masses électriques, la somme algé- 
brique des quantités d'électricité situées à l'intérieur et sur la 
surface interne du corps est nulle. 

Soient m, m', m%... les masses comprises à l'intérieur du 
conducteur A (fig. 1 3) et M la masse de la couche répandue sur 
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la surface interne S ; ajoutons qu'il peut y avoir de Télectri- 
cité sur la surface extérieure S' et d'autres masses en dehors. 
Sur une surface fermée S^ prise dans le conducteur et com- 
prenant toutes les masses internes, la force est nulle en cha- 
que point. 
Le flux de force relatif à cette surface est donc nul et, par 




Fig. i3 

conséquent, la somme algébrique des masses qu'elle renferme 
est nulle. On a donc 

M -h m -h rn -h m" -h =0, 

ou 

M4-2]''i = o. 

La couche M développée par influence sur la surface S est 
égale et de signe contraire à la somme algébrique des masses 
comprises dans la cavité. Cette couche absorbe le flux de 
force qui émane des masses intérieures. Le système de cette 
couche et des masses qu'elle comprend donne un potentiel nul 
et une action nulle en tout point extérieur. 

Si le conducteur A est en communication avec le sol, son 
potentiel est nul ; si donc il n'y a pas d'autres masses agis- 
santes que celles qui sont comprises dans la cavité^ la surface 
extérieure S' est à l'état neutre et le potentiel est nul partout 
en dehors de la cavité. 

Une masse électrique M' mise sur la surface S' isolée y 
prend une distribution indépendante des masses intérieures. 
Elle produira un potentiel constant V dans toute l'étendue du 
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conducteur A et des cavités qu'il renferme, et ce potentiel 
s'ajoutera en chaque point au potentiel déjà existant. Là 
masse M' n'aura donc aucune influence sur l'équilibre des 
masses intérieures. 

58. — S'il n'y a pas d'autres masses agissstntes que celles 
qui sont comprises dans la cavité, et si le conducteur A était 
primitivement à l'état neutre, sa charge totale doit rester 
nulle ; en même temps qu'une couche M sur la surface in- 
térieure S, il se développera une couche égale et contraire M' 
sur la surface extérieure S' et on aura, 

M' = — M—m-f-m'-hm* = ym. 

Cette couche M', égale à la somme algébrique des masses 
intérieures et de même signe, est en équilibre d'elle-même 
quelle que soit la position des masses intérieures. 

On trouve ainsi la loi de Faraday : La quantité (T électricité 
induite par un système électrique sur un corps conducteur qui 
Fenveloppe est égale à la quantité inductrice. 

59. — L'action que des masses électriques données exercent 
à r extérieur d'une surface fermée quelconque est la même que 
celle d'une couche de même masse répandue sur cette surface 
suivant une certaine loi. 

Soient m\m\ni' ou ^m les masses données, que nous 

supposerons fixes comme si elles appartenaient à des corps 
non conducteurs ; une surface S de forme quelconque les 
renferme. Supposonsque, pour un instant, nous remplacions 
cette surface par un feuillet matériel formant un conducteur 
inflniment mince relié au sol ; la surface interne de ce feuil- 
let se recouvrira d'une masse — M=— ^^''^ ^^^^ ^^ potentiel 
pour tous les points extérieurs est égal et de signe contraire 
à celui de ^m. Une couche -+-M distribuée de la même ma- 
nière sur la surface S aura donc partout à l'extérieur un po- 
tentiel égal et de même signe que celui des masses considé- 
rées ^m. 

En général, la couche M ne sera pas en équilibre d'elle- 
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même, c'est-à-dire qu'elle n'aura pas la distribution qui résul- 
terait de la forme de la surface et de Faction des masses exté- 
rieures; les lignes de force ne la coupent pas normalement. 

60. — La couche + M sera en équilibre d'elle-même^ si la 
surface S est une surface de niveau du système primitifs en 
tenant compte des masses extérieures. 

Désignons par ^m' les masses extérieures. Les lignes de 

force du champ sont les mêmes à l'extérieur de S pour le 

système ^m et ^m' et pour le système M et ^ni ; ces lignes 

étant normales à S par hypothèse, la couche M qui la recouvre 
y est en équilibre et a un potentiel constant V, 

On pourra donc, pour les points extérieurs, remplacer le 

système ^m par une masse égale en équilibre sur une surface 

de niveau qui l'entoure, la densité étant déterminée en cha- 
que point par la condition 

_F id\^ 

"* ~" 4^ """ 4^ dn 

Cette substitution modifie toujours le champ à Tintérieur 
de la surface S ; dans le cas actuel, le potentiel intérieur est 
devenu constant et égal à V, puisqu'il est constant sur la 
surface et que la cavité ne renferme plus d'électricité. 

Si le potentiel est constant^ la force est nulle, le^ système 

extérieur ^m' et la couche M exercent donc en chaque point 

de rintérieur de S des actions égales et contraires ; une couche 
— M exercerait des actions égales et de même signe que celles 

de ^m'. On peut donc, pour tous les points intérieurs à la sur- 
face de niveau S, substituer à l'action des masses extérieures 
celle d'une couche en équilibre égale aux masses intérieures et 
de signe contraire. 

Bi. — Il en résulte les théorèmes suivants : 
Si l'on considère une surface de niveau S dans un système 
électrique quelconque, on peut : 

1* Pour tous les points extérieurs ^ remplacer les masses in- 
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térieures^m par une masse M, égale et de même signe ^ en 

équilibre sur cette surface ; 

2* Pour les points intérieurs y remplacer les masses extérieures 

^m' par la même masse M changée de signe^ c'est-à-dire par 

une masse égale et contraire aux masses intérieures^ cette cou- 
che étant encore en équilibre, 
68. Théorème de «auM. — Étant donnés deux systèmes 

électriques, Tun formé de masses m^^m^^m^, et donnant 

un potentiel V, l'autre de masses mî,mi,w3, et donnant 

un potentiel W\ on aura identiquement 

c'est-à-dire que la somme des masses élémentaires du premier 
système^ multipliées respectivement par la valeur du potentiel 
du second système au point qu'elles occupent^ est égale à la 
somme analogue relative aux masses du second système; les 
sommes doivent être remplacées par des intégrales si les 
masses occupent une étendue finie. 

Cette proposition est une identité et il suffit, pour s'en as- 
surer, de remplacer les potentiels par leurs valeurs en fonc- 
tion des niasses et des distances. On voit alors que chacun 
des membres de l'équation est égal à la somme des produits 
obtenus en multipliant chaque masse d'un système par une 
masse de Tautre et divisant le produit par la distance qui 
les sépare. 

Il suffirait aussi de remarquer que les sommes ^m'V et 

^mV désignent le travail qu'il faudrait dépenser pour ame- 
ner respectivement en présence l'un de l'autre, depuis l'infini 
jusqu'à la position qu'ils occupent, les deux systèmes ^m el 

^m' supposés rigides et, dans l'un et l'autre cas, ce travail 

est évidemment le même. 

Lorsque les deux systèmes considérés sont des conduc- 
teurs A^,A2,A3, en équilibre, le potentiel est constant 

sur chaque conducteur, et si on désigne leurs masses totales 
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par M|,Mj.M3, et M'ijM'j^M'j , Téquation devient 



M,v;-f-MaV;+M3v; =m;v,+m;v,+m;v3 



63. Corollaire». — Lcs théorèiTies siiivants, comme Ta mon 
tré M. Bertrand, peuvent être considérés comme des corol- 
laires du théorème de Gau?s. 

I. — Si un conducteur A à féiat neutre^ isolé ou non, est 
soumis à Faction d'une masse électrique m placée successive- 
ment en deux points P et P' du diélectrique^ le potentiel dû 
à la charge induite en A sera le même au point P' dans le 
premier cas qu'au point P dans le second. 

Remarquons d'abord qu'on peut toujours considérer un 
point quelconque du diélectrique comme le centre d'une 
sphère conductrice infmiment petite, puisque la charge que 
prend cette sphère est toujours nulle, et donne toujours en 
son centre un potentiel égal à zéro. 

Si le corps A est en communication avec le sol, on aura à 
considérer les deux états d'équilibre suivants : 





PotniuieU. 


Cliarges. 


Sphère P 


u 


m 


i" Sphère F 


V 





Corps A 


o 


X 


Sphère P 


v 


o 


2» Sphère P' 
Corps A 


U' 


m 





x' 


Si l'on applique le théorème de Gauss 


à ces deux étals, 


on obtient 






mV'= 


= mV, 




ou 






V= 


= V'. 





Si le corps A est isolé, son potentiel n*est pas égal à zéro, 
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mais sa charge totale est nulle dans les deux états et le résul- 
tat final est le même. 

II. — 5i, de deux conducteurs A et B, chacun est mis 
successivement en communication avec une source qui le 
porte au potentiel V, l'autre étant en communication avec 
le sol et par suite au potentiel zéro, la quantité d'électricité 
développée par influence sur le dernier est la même dans les 
deux cas. 

On a, en efTet, dans le premier état 



A 
B 

«l, daas le second, 

A 

B 


Potentiel. Charge. 

V X 
o -M 

Potentiel. Charge. 
O -M' 

V X 


Appliquant le théorème précédent, on obtient 




MV=MV, 


ou 


M'=M. 



•4. Théorème d'Carnshaw. — Uîl COrpS électrisé ne peut pOS 

être en équilibre stable dans un champ électrique. 

Soit un corps électrisé A placé dans un champ produit par 
des masses extérieures B, et supposons fixées toutes les masses» 
y compris celle de A. 

Désignons par m la masse électrique d'un élément de vo- 
lume de A en un point P où le potentiel des masses exté- 
rieures est V. L'énergie du corps dans le champ est 

(i) W^^^'^V. 

Pour qu'il y ait équilibre stable, il faut que dans une direc- 
tion quelconque r la dérivée -^r— soit nulle ou positive. 
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Soient x^ j, z, les coordonnées du point P ; Ç, tq, Ç celles 
d'un point P^ pris^à l'intérieur du corps A, et a, J, c celles du 
point P par rapporta trois axes nouveaux parallèles aux pre- 
miers et passant par le point P^ ; on aura 

Le potentiel V peut être considéré comme une fonction 
de a, é, c et de $, tq, Ç. Si le corps A est astreint à se déplacer 
parallèlement à lui-même, on aura 



et, par suite 



Av ^'V DW ly'S DW D^V DW 



Cette somme étant nulle pour chacun des termes mV du 
second membre de l'équation (i), puisque V représente le po- 
tentiel des masses extérieures, on aura aussi 

Aw ^'W ;)^W ;)^W 

AW=.^-h^-^^=o. 

L'énergie W est donc une fonction des coordonnées du 
point P^, et cette fonction satisfait à Téquation de Laplace, 
tant que Téquation (2) est elle-même satisfaite. On peut sup- 
poser que le point P^ reste compris à l'intérieur d'une sphère 
de rayon r assez petit pour que le corps considéré A ne ren- 
contre aucune des masses extérieures. Pour tout déplacement 
parallèle à l'un des rayons de cette sphère, la variation d'é- 
nergie sera 
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Appliquons Téquatioa de Green (sa) à la surface de cette 
sphère^ nous aurons 



/f-=ii 



AWrfi'^o. 



L'intégrale / -r-^ dS devant être nulle, il en résulte que 

la dérivée -y" est négative pour certaines directions et posi- 
tive pour d'autres; par conséquent le corps A n'est pas en 
équilibre, et il tend à se déplacer vers les régions pour les- 
quelles l'énergie W diminue. 

11 y a équilibre si — • est toujours nul, c'est-à-dire si l'éner- 
gie est constante ou passe par un maximum ou un minimum 
absolu. On a alors 

et, de même. 

VmZ :^0. 

Les composantes X, Y, Z de la force du champ produit par 
les masses extérieures peuvent être développées en fonction 
des puissances croissantes des coordonnées a, i, c, et des com- 
posantes X^, Y^, Z^ relatives au point P^, ce qui donne 



Xr-X„-hH,-hH,-f- -f-H«- 



H,, Hj,.... H„.. étant des fonctions des degrés i, 2.... /*.. des 
coordonnées a, b et c. 
Il vient alors 

2mX=2m(X„-f-H,-hH3+ +n«) = o. 
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Pour que cette équation soit satisfaite, il est nécessaire que 
tous les coefficients du déyeloppement soient nuls ; cela 
exige d'abord que toutes les dérivées de X soient nulles, puis- 
que la position du point P^ est arbitraire, et ensuite qu'on ail 

Il faut donc, ou que la masse totale ^m du corps A soit nulle, 

ou que les composantes X^, Y^ et Z^ de la force soient nulles 
elles-mêmes. 

Ainsi, pour qu'un corps électrisé soit en équilibre dans un 
champ électrique, il faut, ou que la force du champ soit nulle, 
ou que le champ soit uniforme, avec la condition que la 
somme algébrique des masses électriques que possède le 
corps soit nulle. 

Nous avons supposé pour cette démonstration que l'électri- 
cité était fixée sur le corps A et que les masses extérieures 
formaient elles-mêmes un système rigide. Le théorème s'ap- 
plique, a plus forte raison, au cas où le système renfermerait 
des corps conducteurs. Si l'équilibre stable n'existe pas 
quand on introduit des liaisons dans le système, il existe en- 
core moins lorsqu'on supprime ces liaisons, par exemple, lors- 
que les corps éleclrisés sont en partie conducteurs, ce qui 
laisse plus de jeu au déplacement des masses électriques. 



CHAPITRE QUATRIÈME 

ÉQUILIBRE ÉLECTRIQUE 



65. CoBdtttonad'éqntlIbredescoBdaeteiirs. — Le problème 

général de l'équilibre électrique, quand il ne s'agit que de 
conducteurs, peut s'énoncer ainsi : 

Les conducteurs étant donnés de forme et de position^ les uns 
isolés^ les autres en communication avec le sol, les premiers 
chargés (Tune quantité donnée cT électricité, déterminer le poten- 
tiel en chaque point. 

En d'autres termes, le problème revient à déterminer une 
fonction V des coordonnées qui satisfasse aux conditions sui- 
vantes : 

i"" La fonction doit devenir nulle à l'infini et prendre une 
valeur constante sur chacun des conducteurs, cette valeur 
étant zéro sur tous les conducteurs en communication avec 
le sol. 

2« La somme des trois dérivées secondes partielles de la 
fonction doit être nulle dans toute l'étendue des diélectriques 
•et à l'intérieur des conducteurs, puisque la densité électrique 
est nulle en tous ces points. 

3® En chaque point de la surface des conducteurs la den- 
sité superficielle est déterminée par l'équation 

^ i_rfV 

~" ^T.dn^ 

de sorte que la charge totale M de Tun des conducteurs a 
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pour expression 



Ces trois conditions sont suffisantes, puisqu'elles déterminent 
un état d'équilibre satisfaisant aux données de la question, et 
qu'il n'y a pour le système qu'un seul état d'équilibre. 

Ce problème présente le plus souvent de grandes difficul- 
tés au point de vue mathématique, et on n'en connaît pas de 
solution générale. Il n'a été résolu d'une manière complète 
que dans quelques cas particuliers, dont nous étudierons plus 
loin les principaux; mais on peut déduire de l'énoncé géné- 
ral un certain nombre de propriétés remarquables. 

ee. Bemar«aefl ir^uéraiea. — Supposons d 'abord que, parmi 
tous les conducteurs en présence A^, Aj... A«, un seul A^, étant 
isolé, ait reçu une charge M, et que tous les autres soient en 
communication avec le sol. 

Lorsque l'équilibre est établi, le potentiel a une valeur 
constante V^ surA|, et il est nul sur tous les autres conduc- 
teurs. Supposons V^ > o. 

Dans toute l'étendue du diélectrique le potentiel ne peut 
être ni supérieur à V^ ni inférieur à zéro, et il est compris 
entre V| et o (55). Il en résulte que les conducteurs en commu- 
nication avec le sol ne possèdent que de l'électricité négative ; 
car si leur surface présentait des régions positives, il en par- 
tirait des lignes de force qui se dirigeraient vers des points 
où le potentiel serait plus faible, c'est-à-dire négatif, et ces 
points n'existent pas. 

Toutes les lignes de force du champ émanent donc exclu- 
sivement du conducteur A^; les unes vont aboutir aux 
conducteurs en communication avec le sol, les autres s'éloi- 
gnent indéfiniment. 

11 en résulte que la charge négative de ces conducteurs est 
une fraction seulement de celle qui existe sur A^ ; les deux 
charges ne seraient égales que si l'un des conducteurs en 
communication avec le sol entourait complètement A^. 

«7. — Supposons maintenant qu'il y ait en présence 
du conducteur A^ d'autres conducteurs isolés A,, A3, , 
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d'abord à Tétat neutre et dont la charge totale est, par suite, 
restée nulle. 

Le potentiel est encore positif et plus petit que V^ dans 
toute rétendue du diélectrique. Il a une valeur constante sur 
chacun des autres conducteurs; cette valeur est positive, 
puisque tous les conducteurs ont une partie de leur surface 
chargée d'électricité positive, qu'il en émane, par conséquent, 
des lignes de force, et que ces lignes de force se propagent 
vers des régions où le potentiel est partout positif. 

Soit A3 celui des conducteurs isolés dont le potentiel V, 
est le plus élevé ; une portion de sa surface est négative, il 
reçoit donc des lignes de force. Aucune de ces lignes de force 
ne lui vient du sol, ni, par hypothèse, des autres conducteurs, 
dont le potentiel est plus faible; toutes proviennent donc du 
conducteur A^, et par suite V^ est plus petit que V^. Comme, 
d'ailleurs, les lignes de force reçues par A^ ne forment pas la 
totalité de celles qui sont émises par A^, chacune des couches 
positive et négative qui forment la charge nulle de A^ est plus 
petite que la charge totale de A|. 

On raisonnerait de même pour tous les autres conduc- 
teurs ; ainsi, le suivant par ordre de grandeur du potentiel. A, 
par exemple, reçoit des lignes de force de A| et de A,^, et ces 
dernières peuvent être considérées comme provenant indi- 
rectement de A^. Sur chacun des conducteurs isolés, la cliarge 
négative est donc moindre que la charge positive de A,, à 
moins que l'un d'eux ne forme une surface fermée envelop- 
pant complètement le conducteur A^ . 

68. Belatlona entre les char|r«e et les potentiels. — Dési- 
gnons toujours par A^ A^... A,, les conducteurs, et soient 
M^, M^.... Mrt leurs charges respectives et V^, Vj... V^ les 
potentiels correspondants. 

Supposons d'abord tous les conducteurs isolés, à l'étal neu- 
tre et au potentiel zéro. Si nous donnons à l'un d'eux, A^, une 
charge positive égale à l'unité, son potentiel devient a„ et ceux 
des autres conducteurs sont respectivement 0^, «3,.,. a„i. Si, 
au lieu d'une charge égale à l'unité, on donnait à A^ la 
charge M^, tous les potentiels seraient multipliés par M, ; 
ils seraient «nMi, a^iMi... a^iMi. Supposons qu'on décharge A, 
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et qu'on donne à A^ la charge Mj, les potentiels deviendront 

oisMs, ossM, a^iMs ; et ainsi de suite. Or Tétat final, quand 

tous les conducteurs reçoivent simultanément leurs charges 
respectives, est la superposition de tous les états obtenus 
ainsi successivement; on aura donc, pour exprimer le poten- 
tiel de chacun des conducteurs^ une équation de la forme 

et, par suite, n équations semblables pour le système total. 

On en conclut le théorème suivant : 

Daîis un système électrique quelconque en équilibre^ les po- 
tentiels des divers conducteurs peuvent s exprimer linéairement 
en fonction des charges. 

Parmi les n^ coefficients des équations (i), le coefficient a^^ 
exprime le potentiel du conducteur A, quand il est charge 
de l'unité d'électricité, tous les autres étant à Tétat neutre; 
un coefficient tel que x^^ désigne le potentiel que prend, en 
même temps, un des conducteurs tels que A,, 

Il est facile de voir que ces derniers coefficients satisfont 
à la relation 

En efiet, considérons les deux états successifs où chacun 
des conducteurs Ap et A^ est seul chargé de Tunité d'élec- 
tricité, tous les autres étant à l'état neutre; Tapplication du 
théorème de Gauss (62) donne immédiatement la rela- 
tion (a). 

La remarque faite plus haut (n?) montre que tous les 
coefficients a sont positifs et qu'un coefficient tel que o,^ 
n'est jamais supérieur à a,^ ou a^^. 

•9. — Si l'on résout les équations (i) par rapport aux 
charges, on aura n équations de la forme 

(3) Mp = YpiVt 4- Yj^V, 4- Yp„ Vn, 

contenant n^ coefficients dont la signification est évidente. 
Le coefficient y^p exprime la charge qu'il faut donner au 
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conducteur A^ pour le porter au potentiel un, tous les autres 
étant au potentiel zéro. Ce coefBcient, qui joue un grand rôle 
dans la théorie de Télectricité, est appelé la capacité du con- 
ducteur A^; nous y reviendrons dans un instant. Un coeffi- 
cient tel que y^p exprime la charge que prend, en même 
temps, par induction, le conducteur A, en communication 
avec le sol; on pourrait l'appeler le coefficient (T électricité' 
induite sur A^ par A^. 

L'application du théorème de Gauss, dans le cas de deux 
états successifs oii chacun des conducteurs A^ et A^ est porté 
au potentiel un^ les autres communiquant avec le sol, montre 
que ces coefficients sont encore égaux deux à deux et qu'on a 
la relation 

(4/ Ti>g^^ï«" 

qui n'est qu'une extension du théorème démontré plus haut 
(ea) pour deux conducteurs. 

Si on se reporte à la remarque du n"" 66, il est facile de voir 
que, tandis que les coefficients y^p, qui expriment les capa- 
cités, sont tous positifs, les coefficients d'électricité induite, 
tels que 7,,, sont tous négatifs; de plus, que la somme de tous 
ceux qui sont relatifs a l'induction exercée par un même 
conducteur n'est jamais supérieure, en valeur absolue, à la 
capacité de ce conducteur lui-même. Par exemple, on a 

à moins que l'un des conducteurs A^ en communication avec 
le sol n'enveloppe complètement le conducteur A^. Dans ce 
cas, on aurait 

et les n — a autres coefficients relatifs au conducteur Ap, yi^» 
Y2p Ynj»» seraient nuls. 

90. Analogies du problème de l'équilibre éleeiriqae. — 11 

est intéressant de rapprocher du problème que nous venons 
de traiter, deux autres problèmes relatifs à des phénomènes 
tout di£rérents, mais qui, au point de vue analytique, pré- 
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sentent l*analogie la plus complète : celui de la propaga- 
tion uniforme de la chaleur dans un milieu homogène et 
celui du mouvement permanent d'un liquide incompressible 
et sans frottement. 

En résumé, le problème électrique est caractérisé par 
Texistence d'une fonction des coordonnées Vqui, s'annulantà 
TinGni, a une valeur constante sur chacun des conducteurs^ 
et satisfait pour tout point du diélectrique à la relation 

AV=:0, 

dont la signification physique est très simple. X, Y et Z étant 
les composantes de la force en un point P, la quantité 

.,, pX dY ^Z\ 

représente le flux total de force qui sort d'un élément de 
volume pris en ce point, et l'équation AV=:o exprime que ce 
flux est nul dans le diélectrique ou à l'intérieur d^un conduc- 
teur, c'est-à-dire là où il ne se trouve pas d'électricité. 

Imaginons maintenant que, dans un problème d'électricité 
statique, on remplace le milieu isolant par un milieu conduc- 
teur de la chaleur homogène et isotrope^ c'est-à-dire qui jouisse 
des mêmes propriétés dans toutes les directions, et chacun 
des conducteurs électrisés par des sources qui dégagent ou 
absorbent de la chaleur, de manière à maintenir sur les sur- 
faces des températures constantes, égales respectivement en 
valeur numérique aux potentiels primitifs, de sorte que pour 
chacun de ces conducteurs on ait f ==:¥. 

Une fois l'équilibre établi, chaque point du milieu sera à 
une température déterminée et on pourra tracer des surfaces 
isothermes, c'est-à-dire d'égale température ou d'égal niveau 
thermique. 11 est évident que la température d'un point P com- 
pris entre deux surfaces isothermes S et S' est indépendante de 
la situation des sources, et qu'elle resterait la même, ces 
soiurces étant supprimées, si on maintenait constantes d'une 
autre manière les températures t et t' de ces deux surfaces. 

Êlecir. et Magn. I — 5 
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L'hypothèse de Fourier consiste d'abord à admettre^ ce que 
l'on peut considérer comme la simple traduction des faits^ 
que la chaleur se propage de proche en proche, que Tétat 
thermique d'un point n'a d'influence sensible que sur les 
points très voisins et que les points les plus chauds tendent à 
élever la température des points les plus froids. Fourier ad- 
met, en outre, ce qui est moins évident, que les échanges de 
chaleur ne dépendent que des différences de température et 
non de leurs valeurs absolues. 

Le flux de chaleur qui traverse un élément ^S d'une surface 
isotherme S (Gg. i4) est, par raison de symétrie, normal à cette 
surface et à toutes les surfaces isothermes qu'il rencontre. 
Le flux de chaleur ^Q qui, dans l'unité de temps, va de l'élé- 




^'c/s- 



ment ^S à l'élément dS' infiniment voisin, est proportionnel 
à la surface ^S, à la différence infiniment petite de tempéra- 
ture t — t\k un coefficient h qui ne dépend que de la nature 
du milieu, enfin à une fonction de la distance de ces éléments. 
On peut donc écrire 

Si l'on considère une surface intermédiaire S^ à la tempé- 
rature t^, le flux de chaleur qui va de dS en rfS' passe d'abord 
par l'élément dS^ à la distance e^, ce qui donne 
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Comme les différences de température t ^ t^ et t — t' sont 
proportionnelles aux distances normales, par raison de conti- 
nuitéy la fonction 9 est simplement proportionnelle a la dis- 
tance. Le flux de chaleur entre deux éléments correspondants 
infiniment voisins, en appelant dt la variation de tempé- 
rature comptée dans le sens du flux de chaleur et dn la dis- 
tance des éléments, peut donc être exprimée par la formule 
suivante : 



Le coefficient Nestlé coefficient de conductibilité Ayx milieu. 
11 représente le flux de chaleur par unité de surface entre 
deux plans parallèles distants de Tunité et dont la différence 
de température serait de i*. 

Dans le cas actuel, le flux par unité de surface en chaque 
point a pour valeur 

il est proportionnel à la dérivée du potentiel par rapport à la 
normale à la surface de niveau correspondante. 

Le flux de chaleur est le même au travers d'un élément ^A 
d'une surface quelconque A limité au même canal. En appe- 
lant Tangle que fait cet élément avec la surface de niveau 
et da la portion de la normale à l'élément d\ comprise entre 
les surfaces S et S', on a 

dQ=—kdA cosô-7-=— A'rfA-T-.-7-=— ÂrrfAr-. 
an (in da Da 

Le flux de chaleur au travers d'un élément de surface quel- 
conque est donc proportionnel à la dérivée partielle de la 
température dans^le milieu par rapport à la normale à cette 
surface. 

Puisque l'équilibre est établi^ le flux total de chaleur cor- 
respondant à une surface fermée quelconque ne renfermant 
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pas de sources doit être nul. Soient u, \felw les composantes 
du flux en un point P, et dxdydz un élément de volume au 
même point; le flux qui entre par Tune des surfaces djdz 
est udydz, celui qui sort par la surface opposée est égal à 

[u ->(-''— dx\drdz, la différence est dxdydz -— ; le flux total 

^ OX J *' oX 

correspondant à la surface entière de Télémentest donc 

comme ce flux doit être nul, il en résulte 

—-h—-h—=-At=o. 
dx OJ oz 

11 est évident d'ailleurs que l'action du système n'est plus 
sensible à de grandes distances et que la température t qu'il 
détermine est nulle à Tinfini. 

La fonction t satisfait donc^ pour chaque point du milieu 
et pour les limites, aux mêmes conditions que la fonction V. 
On voit, de plus, que si la constante k est égale à l'unité, les 
valeurs numériques du flux de force électrique et du flux de 
chaleur pendant l'unité de temps sont en chaque point iden- 
tiques dans les deux problèmes. 

f 1. — Considérons maintenant le problème correspondant 
d'hydrodynamique. Supposons que l'espace occupé primitive- 
ment par le diélectrique soit rempli par un liquide incom- 
pressible et sans frottement; supposons, en outre, que les 
conducteurs soient remplacés par des surfaces poreuses de 
telle sorte que le liquide ait en chaque point de leur surface 
une vitesse normale et égale à la valeur primitive de la force 
électrique au même point. L'ensemble des trajectoires des 
molécules qui ont traversé au même instant l'élément dS de 
la surface d'un conducteur forment un filel liquide^ qui s'en 
détache normalement et présente le même débit dans toutes 
les sections. Comme il n'y a nulle part accumulation de li- 
quide, le flux qui pénètre dans un élément de volume dxdjdz 
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pris en un point quelconque P est égal à celui qui en sort; or, si 
on désigne par m, i', w les composantes de la vitesse au point P , 
cette condition s'exprime par Téquation 

r hr h — = 0. 

Le mouvement est d'ailleurs insensible à TinPini ; on voit donc 
que la vitesse en chaque point dépend d'une fonction des 
coordonnées satisfaisant aux mêmes conditions que le poten- 
tiel ou la température. Partout les lignes de flux coïncideront 
avec les lignes de force du problème électrique correspon- 
dant et en chaque point la force électrique et la vitesse du 
liquide auront la même valeur numérique. 

La corrélation que nous venons d'établir présente un grand 
intérêt; car, s'il est clair que les difficultés analytiques sont 
exactement les mêmes dans les trois espèces de problèmes, il 
n'en est pas moins vrai que certaines conséquences se pré- 
sentent d'une façon plus naturelle dans un ordre d'idées que 
dans un autre et il est évident que tout résultat obtenu dans 
un cas peut être immédiatement transporté, avec sa traduc- 
tion spéciale, dans les deux autres. On en trouvera plusieurs 
exemples par la suite. 

92. Capacités électriques. — NouS avOUS appelé (69) Capacité 

d'un conducteur^ la charge qu il faut lui communiquer pour le 
porter au potentiel un, quand tous les conducteurs qui l'entou- 
rent sont en communication avec le sol. 

11 résulte de cette définition que la capacité d'un conduc- 
teur dépend non seulement de sa forme, mais de la forme 
et de la position de tous les conducteurs qui l'entourent. 

Nous représenterons cette constante par la lettre C. Si, les 
conditions restant les mêmes, on donne au conducteur une 
charge M, son potentiel sera évidemment, en vertu du prin- 
cipe de la superposition des états d'équilibre, 

on ea déduit 

M = CV. 
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Le problème qui consiste à déterminer la capacité d'un 
conducteur, dans une circonstance donnée, revient à cher- 
cher Tétat de Téquilibre du système formé par le conducteur 
en question et tous les conducteurs qui Tentourent, ceux-ci 
étant en communication a\ec le sol; il se confond donc 
avec le problème général de Téquilibre. 

Le mot capacité a été emprunté, par analogie, à la théorie 
de la chaleur ; mais il est important de remarquer que, tan- 
dis que la capacité calorifique d'un corps ne dépend que de 
la nature et du poids de ce corps, la capacité électrique d'un 
conducteur ne dépend ni de sa nature, ni de son poids, mais 
seulement de sa forme extérieure et de la forme et de la po- 
sition de tous les conducteurs voisins. La capacité électrique 
n'est donc point, comme la capacité calorifique, une constante 
fixe pour le corps considéré. 

98. Sphère. — Considérons une sphère conductrice extrê- 
mement éloignée de tout autre conducteur. Soit R son rayon, 
M sa charge. Par raison de symétrie, cette charge forme à 
la surface une couche uniforme ; elle satisfait d'ailleurs aux 
conditions d'équilibre, car son action sur tout point intérieur 
est nulle (41). Le potentiel est donc constant dans tout l'inté- 
rieur : sa valeur au centre est -^ ; par suite, 

V^^ ou M-RV. 

La capacité de la sphère est donc 

C=R; 

elle est égale au rayon. Cet exemple fait voir que la capacité 
électrostatique d'un conducteur est une quantité linéaire. 

94. Eiiip«oYde. — Si un conducleur terminé parla surface 
d'un ellipsoïde est couvert d'une couche électrique homogène 
limitée elle-même par une seconde surface ellipsoïdale con- 
centrique et homothétique à la première, l'action de la couche 
sur un point intérieur quelconque P est nulle. 
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Supposons, en effet, cette couche très mince et menons 
par le point P (fig. i5) un cône infiniment petit ^w, qui 
découpe en M à la distance u un élément de surrace ^S et 
dans la couche un élément de volume dont la hauteur sui- 
vant le rayon vecteur est du. L'action en P de cet élément 
de volume est dirigée suivant le rayon vecteur et a pour 
valeur, en appelant p la densité, 

pM^did.du j j 
^- 5 =z^diùau. 

L'action de l'élément opposé situé en M' est aussi ^dtùdu. 




Fig. i5 

Comme les hauteurs du et du sont égales et les forces di- 
rectement opposées, leur résultante est nulle; il en est de 
même pour tous les éléments de surface deux à deux et 
l'action de la couche entière sur le point P est nulle. Une 
couche électrique distribuée suivant cette loi sur un ellip- 
soïde sera donc en équilibre et aura à l'intérieur un potentiel 
constant. 

Soit (i -ha) le rapport de similitude des deux surfaces sup- 
posées très voisines. L'épaisseur de la couche en un point N est 
proportionnelle à la distance des plans tangents aux deux 
points homologues N et N', et égale à pcny p désignant la per- 
pendiculaire OQ abaissée du centre commun sur le plan 
tangent en N ; la densité superficielle ? a pour valeur 
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L'ellipsoïde étant représenté par Téquation 
£? il f!- 

la masse totale d'électricité est 



M— ^7:«Ar[(i-ha)^— i]p=47:rtArpx. 



On en déduit 



M M 






Le potentiel intérieur étant constant, il suffit d*en calculer la 
valeur an centre. On a donc, en appelant r le rayon ON, 



V- rz«2_ _M_ rp(l 

J r ~~ ^T^abc j r 



et la capacité de Tellipsoïde est donnée par Téquation 



I _ I Çpd^ 
0~ 4T:abcJ r 



f 5. — Pour un ellipsoïde à trois axes inégaux, la capacité 
est une fonction elliplique, mais elle peut être obtenue faci- 
lement dans le cas d'un ellipsoïde de révolution. 

Prenons comme élément de surface r/S la zone décrite par 
un élément ds de la courbe méridienne et supposons que 
Taxe a soit Taxe de rotation. On a alors 

ab^=2zyas:= /. - — ■ — — =: dx, 



/rAr\ /2_ p 

\dsj b^ 



ou 



pdS=2r,b^fljr,' 
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Cette relation montre déjà que la charge totale d'électricité 
est la même sur toutes les zones d'égale hauteur. Sur un el- 
lipsoïde très allongé en forme de double pointe, on peut donc 
dire que la densité linéaire est constante (i). 

On en déduit, pour la capacité de rellipsoïde, 

'pdS_^ i f* dx 



I _ I fpdS_ i r 



Si l'ellipsoïde est de révolution autour du grand axe, on a, 
en appelant e l'excentricité et C^ la capacité, 

_ ' / '"^'^ 
^ae ' I — e 

Si l'ellipsoïde^est de /évolution autour du petit axe b, la 
capacité Cj est alors 



_L-_L r^' ^-^ 



—ïjy 



I r • f^rl'^ arcsin< 
— — arcsm-y- = 



Chacune de ces formules donne 
C^=C2=a, 

lorsque Texcenlricité est nulle, c'est-à-dire quand l'ellipsoïde 
devient une sphère. 

(0 Cette remarque permet d'expliquer le pouvoir des pointes. Sur un ellip- 
soïde très allongé eo forme de double pointe, on voit que la densité superficielle 
est en raison inverse du diamètre et croit toujours à mesure qu'on s'approche 
de l'extrémité. Si le pouvoir isolant de Tair était lui-même sans limite, la densité 
et la tension, qui est proportionnelle au carré de la densité, pourraient croître 
jusqu'à l'infini. Mais en réalité, quand pour une pression donnée de l'air la ten- 
sion a atteint une certaine valeur, l'électricité passe du conducteur sur les masses 
d'air qui l'entourent, et celles-ci chargées d'électricité s'échappent d'abord sui- 
vant la direction des lignes de force en produisant les phénomènes connus du 
vent électrique et de Vaigrette, 
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26. — Un plateau elliptique peut être considéré comme un 
ellipsoïde très aplati. On a alors, à la limite. 



"•-©= 



La densité sur le plateau a pour expression 
M 1 



^T:ab 






et Ton voit que les lignes d'égale densité sont des ellipses con- 
centriques et homothétiques. 

Pour un plateau circulaire on a simplement, à une distancer 
du centre, 

et la capacité du plateau se réduit à 



1,071 

97. jiphères concentriques. —7 Supposons qu'uue sphère 
conductrice soit entourée d'un conducteur terminé par deux 
surfaces sphériques concentriques à la première. 

Soit R le rayon de la sphère A (fig. 16), R^ et R^ ceux de 
Tenveloppe concentrique B, que nous supposerons d'abord 
isolée. Si la sphère A reçoit une charge électrique M, l'enve- 
loppe B prend (ss) une charge égale à — M sur sa surface inté- 
rieure S^ et une charge -h M sur sa surface extérieure S^. Le po- 
tentiel au centre de la sphère A a évidemment pour valeur 



V=ïï-™.^=M['-(--^)]. 



MM M 

R R,"^R,' 
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La capacité C de la sphère intérieure étant la charge qui 
correspond à V= i , on a 



Il / 1 1 



Les deux couches, -t- M sur la sphère A et — M sur la sur- 
face S„ ont un potentiel nul à Textérieur. Le potentiel V^ de 
Fenveloppe B dépend donc seulement de la couche exté- 




rieure -t- M et il est le même qu'au centre de la sphère S, sup- 
posée homogène, ce qui donne 



v-1 



Si l'enveloppe B communique avec le sol, son potentiel de- 
vient nul, la charge extérieure + M disparait et la capacité de 
la sphère est alors 



c~R r^~rr; 

en appelant e l'épaisseur du diélectrique. 

Si l'épaisseur du diélectrique est petite par rapport au rayon 
de la sphère, on peut négliger la différence entre R| et R, et 

D2 DD 

prendre ^ au lieu de — - pour la capacité. Si l'on exprime 
cette capacité en fonction de la surface S de la sphère, on 
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obtient i 

e ^Tze ^Tie 

La charge nécessaire pour porter la sphère au potentiel V a 
pour expression 

On voit que, dans tous les cas, Tenveloppe concentrique^ aug- 
mentant la capacité de la sphère, a pour effet de diminuer le 
potentiel relatif à une charge donnée ou, inversement, d'aug- 
menter la charge relative à un potentiel donné. 

78. Condensateur. — La présence de Tenveloppe permet 
donc d'accumuler ou de condenser sur la sphère A, pour un 
même potentiel, une quantité d'électricité plus grande que si 
cette enveloppe n'existait pas. Le même effet serait produit sur 
un conducteur quelconque A par la présence d'un second 
conducteur B en communication avec le sol, ou isolé mais 
avec une charge nulle, puisque ce conducteur diminue la 
valeur du potentiel de A pour une charge donnée. On donne 
le nom de condensateur à un ensemble de conducteurs sépa- 
rés par un diélectrique et disposés de manière à augmenter 
dans une proportion notable la capacité de l'un d'eux. Dans le 
cas actuel, la sphère et son enveloppe constituent ce qu'on 
appelle les armatures du condensateur, la sphère A étant le 
collecteur et l'enveloppe B le condenseur, 

La force condensante d'un condensateur est le rapport qui 
existe entre la charge du collecteur lorsqu'il fait partie de 
l'appareil de condensation, et la charge qu'il prendrait pour 
le même potentiel, s'il était éloigné de tout autre conduc- 
teur; c'est donc le rapport des capacités du collecteur dans 
ces deux circonstances. Dans le condensateur sphérique à sur- 
faces concentriques, dont l'armature extérieure communique 
au sol, la force condensante a pour valeur 

C_R 
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La force condensante ne présente d'ailleurs aucun intérêt 
dans les applications ; la seule grandeur qu'il importe de con- 
naître, c'est la capacité d'un condensateur. 

79. Bovteilie de lieyde. — On appelle bouteille de Leyde 
un flacon de verre dont on a couvert par une feuille métalli- 
que la surface intérieure et la surface extérieure, en laissant 
le verre à nu au voisinage de l'ouverture, pour que les feuilles 
métalliques ne communiquent pas entre elles. Une tige con- 
ductrice passant par le goulot de la bouteille correspond avec 
larmature intérieure. 

L'ensemble de ces deux surfaces conductrices et de la 
lame diélectrique constitue un condensateur presque fermé. 

Le problème précédent correspond au cas d'une bouteille 
sphérique d'épaisseur constante; la petite zone qu'on est 
obligé de supprimer sur la surface extérieure, pour permettre 



e iB 



N»^ 



'%» 



b"^ ^* 



Fig. 17 



la communication avec l'intérieur, n'a qu'une influence né- 
gligeable ; la ca 
par la formule 



S 
gligeable ; la capacité est donc représentée par " — et la charge 



Il est facile de voir que cette formule s'applique également à 
une bouteille de Leyde de forme quelconque, d'épaisseur con- 
stante très petite, dont les armatures couvrent toute la surface 
à l'intérieur et à l'extérieur. 

Soient S| et S^, (fig. 17) les surfaces opposées des deux 
armatures, V, et V^ leurs potentiels. L'armature extérieure 
entourant complètement l'armature intérieure, les masses 
électriques sur ces deux surfaces sont égales et de signes 
contraires (5î). Pour un point P du diélectrique, la force 
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a pour valeur, en appelant 9 la densité en A de la couche 
interne, 



Comme l'épaisseur e est supposée très petite, la dérivée 

rfV V —V 

•j- est sensiblement égale à —^ — -j ce qui donne 

C -z • — — — . 

47: e 

La charge d'un élément dS de la surface est (xcfS, et la charge 
totale a pour expression 



«=/'-=V'/?- 



Si l'épaisseur e est constaate.il vient simplemeal, en posant 

v=v,-v„ 

4*7: e ^T^e 

La capacité de la bouteille^ c'est-à-dire la charge qui cor- 
respond à une différence de potentiel égale à l'unité entre 
les armatures, a donc la même expression que pour les con- 
densateurs sphériques, c'est-à-dire 

47:e 

La charge ne dépend que de la différence des potentiels et 
nullement de leurs valeurs absolues ; ce résultat était facile 
à prévoir puisque la force elle-même ne dépend que de cette 
différence. 

8O. Cylindres coneentrl^aes elrcnlaires. — Soient deux 

cylindres concentriques à bases circulaires de rayons R{ et R^ 
aux potentiels V| et V^. Considérons l'angle formé par deux 
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plans passant par Taxe et laissant entre eux un angle infini- 
ment petit diùf et coupons-le par deux plans perpendicu- 
laires à Taxe, dont nous prendrons Tun pour le plan de la 
figure (fig. i8). Toutes les lignes de force étant normales à 
Taxe commun, par raison de symétrie, le volume ainsi déter- 
miné est un tube de force; les surfaces qu'il intercepte sur les 
deux cylindres sont entre elles comme les arcs dS^ et ^S^. Si 




- àTs, f ^ 



Fig. i8 

donc F| et F^ sont les valeurs de la force aux distances R^ et 
R,, on a 

Comme d'ailleurs 



r/.:^^: 



on obtient, en substituant, 

F^R^rfw^FaR^rfo), ou F^R^^FjR.^A. 



La force en un point quelconque du diélectrique est donc en 
raison inverse de la distance à Taxe. 

Si l'on désigne par F la force et Vie potentiel à une distance 
quelconque R, on a donc 



et, par suite, 



P-A_ rfV 
'^^R"^ ^R^ 
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En étendant cette intégrale au volume compris entre les 
surfaces S^ et S^ il vient 

V,-V^=-A/.R,-i-A/.R,=~A/.^. 
On en déduit, pour la constante A, 

D'autre part, la densité électrique a à la surface du cylin- 
<lre intérieur a pour expression 

% 

Soit s rétendue de la surface comprise entre les deux plans 
normaux à Taxe; la masse M d'électricité répandue sur cette 
surface est 

Si L est la longueur du cylindre ainsi déterminé, 
S— 27:R|L, 

ce qui donne Qnalement 

M--\(V-V,). 
2/ -^ 

La capacité d'un condensateur cylindrique par unité de lon- 
gueur est donc 
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Ce problème est très important pour la pratique, parce qu'il 
correspond précisément au cas des câbles télégraphiques, qui 
sont formés de fils conducteurs entourés d'une couche isolante 
garantie elle-même par une armature métallique. 

81. c^mdaBMtom plans. — Considérons deux conducteurs 
terminés par des surfaces planes parallèles S| et S^ à la dis- 
tance e et aux potentiels V| et V, (fig. 19). A une distance des 
bords très grande par rapport à l'épaisseur du diélectrique, 
les lignes de force sont des droites parallèles entre elles, nor- 
males aux surfaces considérées. 



Vi 



Fig. 19 

Le champ électrique entre les deux plans est donc uni- 
forme ; la force a pour expression 







F= 


V —V 

' e ' 


et la densité 


sur 


la surface S, 


est 






F 


V —V 



La pression électrostatique (40), c'est-à-dire la force qui 
8*exerce sur l'unité de surface, est 



-"•'=è(^)^ 



elle est proportionnelle au carré de la différence de potentiel 
et en raison inverse du carré de la distance. 

Si une partie de la surface S^ d'étendue a, située à une 
grande distance des bords, est seule mobile et que, communi- 
quant toujours avec la surface générale pour conserver le même 
ÉUdr. et Magn. l — « 
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potenliel, elle soit maiatenue dans le même plan par une 
force antagoniste, cette surface a aura une couche électrique 
uniforme, et la force P nécessaire pour résister à l'attraction 
électrique a pour expression 



— =£-(^)" 



Sir W. Thomson a utilisé cette propriété dans la construc- 
tion de ses électromètres absolus; il appelle jo/a/eau de gardt 
(guard-plate) la portion de la surface S, qui entoure la partie 
mobile pour y maintenir une densité constante. 

82. — Supposons maintenant qu'un plateau A conducteur, 
au potentiel V^ (fig. 20), soit placé entre deux conducteurs B 
ot B' terminés par des surfaces parallèles à celles du plateau, 



Fig. ao 

Tun à la distance e et au potentiel V,, l'autre à la distance è 
et au potentiel Vi. 

La densité sur le conducteur A, à une grande distance des 

V —V V — v 

bords, est —^ — - pour la face supérieure, et — — 7-i pour la 

face inférieure, de sorte que la charge qui correspond à l'u- 
nité de surface du plateau est 






En négligeant la variation de densité sur les .bords, la 
charge totale du plateau A d'étendue S est donc 



4iï \ e ^ / 
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Si les potentiels V, et Vi sont égaux, on a simplement 

4u \e e / 

de sorte que la capacité de ce condeasateur est 

S 



4t: \e ej 



expression conforme à celle que nous avons obtenue déjà (99) 
pour les condensateurs fermés. 

83. Capaelté d*aii ensemble de condaeCears. — Considérons 

différents conducteurs dont les capacités électriques sont 
C, C, C, disposés de manière que leur influence récipro- 
que soit nulle. Tous ces conducteurs étant électrisés au même 
potentiel, si on les réunit à Taide de conducteurs dont la ca- 
pacité est négligeable^ par exemple des fils fins, il n*y aura 
aucun échange électrique entre, eux, puisqu'ils étaient au 
même potentiel, et ce potentiel ne changera pas. 

Ils constituent alors un conducteur [unique dont la charge 
est égale à la somme des charges primitives. La capacité 
électrique de Tensemble C| est donc égale à la somme des 
capacités des conducteurs séparés. 

Supposons que les potentiels des conducteurs primitifs 

soient différents V,V',V^ les charges correspondantes 

sont 

M= VC, M'=VC', W=:YC: 

Toutes ces charges étant distribuées normalement sur le 
conducteur unique formé par l'ensemble, y produiront un 
potentiel V| donné par Téqu ation 

V^C^=VC-hV'C'-hV'CV , 

ou 

,, vc+rcwxv 
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Cette expression est fréquemment utilisée dans les recher- 
ches expérimentales. On remarquera l'analogie qu'elle pré- 
sente avec la relation qui lie les températures et les capacités 
calorifiques lorsqu^on fait le mélange de plusieurs corps à 
températures différentes. 

84k. Batteries. — On appelle ainsi le système formé par plu- 
sieurs bouteilles de Leyde ou condensateurs quelconques 
communiquant entre eux. 

Si ces condensateurs sont sensiblement fermés, comme les 
bouteilles de Leyde ordinaires, l'action extérieure de chacun 
d'eux est inappréciable et on peut les rapprocher sans qu'il y 
ait entre eux d'influence réciproque. 

La communication peut se faire de deux manières : 

I* On réunit, d'une part, toutes les armatures intérieures 
entre elles et, d'autre part, toutes les armatures extérieures; 
on dit alors que la batterie est disposée en surface, L*eQsem- 
ble constitue un condensateur dont la capacité est égale à la 
somme des capacités de tous les bouteilles séparées. Si la bat- 
terie renferme p bouteilles identiques de capacité C, la ca- 
pacité C| de la batterie est 

a^ Toutes les bouteilles étant isolées, on réunit l'armature 
extérieure de chacune d'elles avec l'armature intérieure de la 
suivante; on charge l'armature intérieure de la première bou- 
teille au potentiel V^, l'armature extérieure de la dernière 
étant au potentiel V^ et toutes les armatures intermédiaires 
restent isolées ; c'est la disposition en série ou en cascade. 

85. Ckarye ea eMeade. — La première bouteiUe reçoit sur 
son armature intérieure une charge m et prend un poten- 
tiel Yi ; il se produit sur la surface en regard de l'armature ex- 
térieure une charge — m égale et contraire. Le conducteur 
formé par cette armature et l'armature intérieure de la se- 
conde bouteille étant resté isolé, il prend une charge + m qui 
se distribue normalement sur ce conducteur, comme si les 
charges internes n'existaient pas, et y établit un potentiel W 
La plus grande partie de cette charge se porte sur l'arma- 
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ture interne de la seconde bouteille dont la capacité est con- 
sidérable par rapport au reste du conducteur considéré. En 
continuant le raisonnement, on yoit que les armatures inté- 
rieures de toutes les bouteilles ont des charges successivement 
décroissantes, mais la diminution est très lente et on peut 
considérer toutes les bouteilles comme ayant la même charge 

interne -f-m, les potentiels successifs étant V,, V',V', Vj. 

Si la batterie renferme p bouteilles, on peut donc écrire 

m=C(V,-V')=C'(V'-V')= =C(''-')(V('-' -V,), 

ou 

!îi-V -Y 



_î2_-_V(P-«)-.v 
Ajoutant toutes ces équations membre à membre, il vient 

""{h-^u-^ù )=v,-v,. 

Ainsi la charge de la première bouteille du système, la seule 
qui reçoive directement de Télectricité, est 

m — î ? 



I I I 



On a donc, pour la capacité C^ de la batterie^ 



I I 
I I 



c;=c"^(T'^tr"*-- •■ 
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Si les p bouteilles sont identiques^ la capacité de la batte- 
rie est devenue p fois plus faible que celle de chacune des 
bouteilles. 

Cet arrangement parait défectueux puisqu'il a pour effet de 
diminuer beaucoup la capacité de la balterie ; toutefois il 
présente des avantages précieux dans certaines expériences. 
Les bouteilles de Leyde ne peuvent supporter qu'une diffé- 
rence de potentiel limitée, au delà de laquelle la décharge 
s'effectue directement entre les armatures le long de la sur- 
face du verre et quelquefois à travers le verre lui-même qui 
est alors percé par une étincelle. A Taide d*une batterie en 
cascade^ on peut distribuer la différence totale de potentiel par 
échelons sur les bouteilles successives. 

Telle est, par exemple, la disposition adoptée pour les ma- 
chines de Holtz ordinaires, où Ton augmente la capacité des 
conducteurs en mettant chacun d'eux en communication avec 
l'armature intérieure d'une bouteille de Lcyde ; mais on a soin 
de réunir ces bouteilles en cascade, de manière à conserver la 
différence de potentiel maximum et, par suite, la distance 
explosive maximum que comporte le jeu de la machine. 

Quand on dispose d'un grand nombre de bouteilles, on 
peut encore en former plusieurs batteries groupées en surface 
que Ton réunit ensuite en cascade. On utilise ainsi en tota- 
lité la différence de potentiel que peut fournir une machine, 
et on obtient le maximum d'effet avec la moindre dépense 
d'électricité. 

86. Problème i^énéral de lUnfluence réciproque de deux eoB" 
daetears isolés. — Méthode de Murpky. — Pour déterminer la 

distribution de l'électricitc sur deux conducteurs A et B iso- 
lés, chargés de masses totales Ma et M* et soumis seulement à 
leur influence réciproque, il suffit de connaître pour chacun 
d'eux : 

1* La capacité et la distribution à la surface quand il est 
isolé et soustrait à toute influence extérieure ; 

a** La distribution de réleclricité induite sur la surface 
quand, mis en communication avec le sol, il est soumis à 
l'influence d'une masse électrique placée en un point quel- 
conque à Textérieur. 
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Soit m la capacité du conducteur A seul, c'est-à-dire la 
charge qui lui donnerait alors le potentiel un. 

Fixons cette masse^ dont la distribution est connue, et pin- 
çons dans la position voulue le conducteur B en communica- 
tion avec le sol. Celui-ci sera au potentiel zéro et se chargera 
d'une masse connue d'éleclricilé contraire — m'. 

Fixons de même la masse —m' sur B. Isolons ce conduc- 
teur et mettons le premier en communication avec le sol; ce 
dernier prendra une masse m, au potentiel zéro. 

Fixant de nouveau la masse 4- m^ sur A, on obtiendra sur 
B une couche induite — m\ etc. 

En continuant ainsi, on obtiendra successivement sur les 
deux conducteurs des masses m^m^^ m^... pour le premier, 
et —m\ —m', —m*'... pour le second, chacune d'elles ten- 
dant vers zéro assez rapidement. 

La superposition de toutes les couches m, m^, m^... sur A 
et de toutes les couches —m', — m', —m"'... sur B donne un 
état d'équilibre avec un potentiel nul sur B et égal à l'unité 
sur A. En effet, les couches successives m et — m', m^ et 
— m',... considérées deux à deux, donnent sur B un potentiel 
nul; les couches —m' et m^, —m' et m^,... donnent de 
même sur A un potentiel nul. Il ne reste donc à considérer 
sur le premier conducteur que la masse m, laquelle produit 
un potentiel égal à l'unité. 

En posant 

Cf / . ff . m , 
a=m-^m -hm 4- , 

on voit que Ca représente la capacité du conducteur A isolé, 
en présence du conducteur B réuni au sol et — C« le coeffi- 
cient d'électricité induite sur B (es). 

Multiplions ces deux masses par Va; les charges respec- 
tives C.V« et —Cl Va correspondent à un état d'équilibre avec 
un potentiel nul sur B et égal à V« sur A. 

Renversant le rôle des conducteurs, on obtiendra, de même, 
les masses Ct\b sur B et — CiV& sur A correspondant à un 
nouvel état d'équilibre, avec un potentiel nul sur A et égal 
àVi sur B. 
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La superposition de ces deux états d*équilibre donne un 
nouvel état d'équilibre avec addition des potentiels sur cha- 
cun des conducteurs, c'est-à-dire le potentiel Va sur A et V^ 
sur B. Les charges totales Ma et M^ des deux conducteurs sont 
alors 

M.=c.v.-c;v*. 

Ces équations permettent de calculer les masses totales des 
deux conducteurs quand on connaît les potentiels. 

On peut aussi en déduire les potentiels en fonction des 
masses, ce qui donne 

C.C4 — CaCfc 

97. Aetiom réelpi^^va de de«x eoiid«et««i« éleetrlsés. ^ 

La méthode précédente permet de déterminer la distribution 
de Télectricité sur les deux conducteurs, puisque la densité 
finale en chaque point est la somme des densités relatives 
aux différentes couches superposées, et que, par hypothèse, 
on connaît la loi de distribution pour chacune d'elles. On a 
donc tous les éléments nécessaires pour calculer l'action qui 
s'exerce entre les deux corps; le problème ne présente que 
des difficultés de calcul. 

Cette force se compose de l'action de chacune des deux cou- 
ches C„V« et — CfeVft du corps A sur les deux couches C^V^ 
et — C'aWa du corps B. Les potentiels étant supposés positifs, 
l'action de C^Va est formée de deux termes, l'un répulsif pro- 
portionnel au produit V^Vft des deux potentiels, l'autre attractif 

proportionnel à \\ 

L'action de — CiV^ comprend aussi deux termes, l'un at- 
tractif proportionnel à V^ et l'autre répulsif proportionnel au 
produit VftVi. 

En désignant par a, & et c des coefficients qui dépendent 
de la forme des corps et de leur distance, l'action réciproque R, 
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considérée comme répulsive, a donc une expression de la 
forme suivante 

R=2cVaV,-aV;-^AV;. 

Si les conducteurs A et B sont identiques et disposés symé- 
triquement, les coefficients a et b sont égaux et la formule 
devient 

R=acv.v.-fl(v;+v;). 

Nous avons supposé que Faction des deux corps se réduit à 
une résultante unique. S*il en était autrement, le même rai- 
sonnement s'appliquerait aux deux résultantes par lesquelles 
on peut remplacer Tensemble des forces. 

En réalité les calculs que comporte cette méthode, pour 
déterminer les coefficients Ca, C^, Ca et C'^ et la force résul- 
tante R, sont extrêmement pénibles, même dans les cas les 
plus simples. Nous indiquerons plus tard Tapplication qu'en 
a faite sir W. Thomson au calcul de Tinfluence réciproque 
de deux sphères. 



CHAPITRE CINQUIÈME 

TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES 



88. lËBerirt^ électrique. — Lorsqu'on met en communica- 
tion avec le sol différents conducteurs électrisés, le système 
revient de lui-même à Tétat neutre en produisant un travail 
qui est nécessairement positif. Un système quelconque de 
conducteurs électrisés possède donc une énergie disponible 
correspondant à ce travail ; c'est une énergie potentielle, que 
Ton peut appeler simplement énergie électrique. 

L'électrisation d'un système exige la dépense d'une quantité 
de travail égale à l'énergie potentielle qu'il acquiert dans ce 
nouvel état. 

Quand on établit une communication entre deux conduc- 
teurs, il se produit en général un changement dans la distri- 
bution des masses électriques, et cette modification correspond 
à un travail positif. L'énergie électrique d'un système de con- 
ducteurs est donc égale ou supérieure à celle du système que 
Ton obtiendrait en ajoutant des communications quelconques 
entre les conducteurs. 

Lorsque le système renferme un corps isolant électrisé, on 
peut considérer les différentes masses électriques dont ce corps 
est chargé comme appartenant à des conducteurs infiniment 
petits. Si on relie entre elles toutes ces masses, l'énergie dimi- 
nue. L'énergie d'un système de corps, dont chacun possède 
une masse totale déterminée, est donc minimum lorsque tous 
les corps sont conducteurs. 

On peut évaluer l'énergie potentielle d'un système, soit par 
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le travail dépensé pendant l'électrisation, soit par le travail 
fourni dans la décharge. 

SB, Énerirte d'an eondaetewr «mi«iie. — Considérons d^abord 
un conducteur unique de capacité C, et supposons qu'on lui ait 
déjà communiqué la charge M qui le porte au potentiel V. 
Pour augmenter la charge de ^M, il faut amener de Tinfini 
ou de la surface du sol, jusque sur ce conducteur, une quantité 
rfM d'électricité, et le travail dépensé pour cette opération est 
égal à \dM. 

L'accroissement rfW de l'énergie du conducteur est donc 

Lorsque la masse électrique change de M^ à Mj, Faccroisse- 
ment d'énergie est 

w.-w.=^(m;-m;). 

Comme l'énergie s'annule avec la masse, on voit que l'éner- 
gie qui correspond à la masse M est 

W~=iCV>=iMV. 

2ti 2 2 

Ainsi rénergie électrique d'un conducteur unique est profor- 
tiowielle au carré de la charge ou au carré du potentiel. 

90. Éneri^le d'an systèii^e de eondacteurs. — Soit maintenant 

un nombre quelconque de conducteurs A^jA^, A3,... ayant des 
charges M^, M^, M3,.... avec des potentiels \^, V^, V3,... 

Si l'on multiplie la densité en chaque point par x,on obtient 
un nouvel état d'équilibre dans lequel les charges totales et 
les potentiels sont multipliés par ce même facteur jc. On a 
donc la charge xM| sur A^ au potentiel a:V^, jtMj sur A^ au 
potentiel xVj, etc. 

En donnant à x l'accroissement rfx, les masses et les poten- 
tiels sont multipliés par x -h rfx, et l'accroissement de charge 
qui en résulte sur le conducteur A| est M^dx. Le travail cor- 
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respondant est compris entre M^dx.xW^ et M^dx{x'^dx)\^; 
il est donc, à un infiniment petit du second ordre près, égal 
à H^Y^xdx. Il en est de même pour les autres conducteurs, 
de sorte que la variation d*énergie du système est 

rfW=(M^ V,-hM,V54- )xdx=xdxj;;n\. 

Entre deux valeurs x^ et x^ Taccroissement d'énergie est 

Si Ton fait x^ = o et x^ = i , ce qui revient à supposer qu'on 
est parti de l'état neutre pour arriver à l'état considéré en pre- 
mier lieu, il vient simplement 

W=i(M,V,+M,V,+ )=i2:MV. 

On voit, d'après cela, que fétiergie dun système de conduc- 
teurs est égale à la demi-somme des produits de chaque masse 
par le potetitiel correspondant. 

•1. — Un conducteur qui reste isolé pendant la charge s'est 
électrisé seulement par influence, et sa charge totale est tou- 
jours nulle ; il n'y a donc pas, dans la somme des produits, de 
terme qui corresponde à un conducteur isolé. 

De même, un conducteur maintenu en communication avec 
le sol est resté au potentiel zéro et ne donne aucun terme dans 
l'expression de l'énergie. 

Il faut remarquer cependant que ces deux sortes de con- 
ducteurs interviennent dans la valeur de l'énergie en modi- 
fiant par influence les capacités et, par suite^les potentiels des 
corps électrisés. 

Enfin, la même formule convient aussi au cas des corps 
isolants électrisés d'une manière quelconque. Chacun des élé- 
ments de volume des corps isolants peut être considéré^ en 
effet, comme un conducteur infiniment petit sur lequel serait 
distribuée la masse électrique correspondante. Dans ce cas, la 
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somme qui précède devient une intégrale ; en appelant p la 
densité électrique et V le potentiel sur un élément de Tolume 
r/v, Ténergie du système a pour expression 



W=irVrfM=^ rVprfi' 



L'énergie accumulée par Télectrisation sur un système de 
conducteurs est dépensée au moment de la décharge, et peut 
être transformée en un travail mécanique ou en un effet équi- 
valent : chaleur dégagée, actions chimiques, etc. 

9S. — Si rélectricitéétaitunesubstance matérielle, les masses 
qui constituent les couches électriques acquerraient pendant 
la décharge une certaine force vive, en vertu de laquelle elles 
dépasseraient, comme un pendule, leur position d'équilibre, 
de manière à restituer au système une fraction de l'énergie 
primitive; il se produirait une succession de décharges alter- 
nativement de sens contraires jusqu'à ce que la chaleur déga- 
gée sur les conducteurs ait épuisé l'énergie totale disponible, 
et l'équilibre final ne serait atteint qu'après un certain nombre 
d'oscillations. L'expérience montre que dans certaines condi- 
tions les décharges ont, en effet, un caractère oscillatoire ma- 
nifeste; mais nous verrons que ces oscillations peuvent s'ex- 
pliquer par une cause toute différente. On n'en peut donc 
rien conclure en faveur de l'hypothèse qui attribuerait une 
certaine inertie aux masses électriques et, dans l'état actuel de 
la science, on ne peut invoquer aucun fait décisif pour ou 
contre cette hypothèse. 

98. Déekarye des batteries. — Batterie en earfaee. — Dé- 

charge totale. — Nous avons vu que la capacité C^ d'une bat- 
terie disposée en surface est égale à la somme des capacités 
de chacune des bouteilles. 

Si l'énergie totale de la batterie est transformée en chaleur 
pendant la décharge, on a donc, en appelant J l'équivalent 
mécanique de l'unité de chaleur et Q la chaleur dégagée. 



W=iMV=-ï^=C,V*=:JQ. 

2 2 L^ * 
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Si la batterie est formée de p bouteilles identiques, de capa- 
cité C, la formule devient 

W=JQ = -.^=-;>CV^ 

On Toit que, pour une charge donnée, Ténergie, ou la cha- 
leur dégagée, est en raison inverse du nombre des bouteilles; 
et que, pour un potentiel donné, l'énergie est proportionnelle 
au nombre des bouteilles. 

04. Décharge incomplète. — Considérons deux batteries de 
capacités C^ et C^, la première chargée d'une masse M et la 
seconde à Fétat neutre, les armatures extérieures communi- 
quant au sol. Supposons qu'au lieu de décharger la première, 
on joigne les deux armatures intérieures de manière à consti- 
tuer une batterie unique de capacité C^ -h C^. La décharge est 
dite incomplète; elle correspond à une perle d'énergie et pro- 
duit un dégagement de chaleur. Avant le contact, l'énergie po- 
tentielle de la première batterie était 

Après le contact, Téacrgie du système est devenue 

L'énergie dépensée dans la décharge est 

La fraction dépensée de l'énergie primitive est donc 
W,-Wa _ C, _ I 
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Supposons que la première batterie se compose de p^ bou- 
teilles de surface S^ et d'épaisseur e^^ la seconde de p^ bouteilles 
de surface S^ et d'épaisseur e,, on aura 



ce qui donne 






W,~W3_ 






96. Décharir» d'ane batterie en caseade. — La Capacité G^ 

d'une batterie disposée en cascade est liée aux capacités C, C, 
C... des diverses bouteilles isolées par la relation (05) 



/T =7^ -1-7^-1-7^ -H = ^7i- 



I _I I I 



L'expression de l'énergie potentielle du système ne comprend 
que le terme relatif à la première bouteille, puisque tous les 
autres conducteurs sont restés isolés ou en communication 
avec le sol pendant la charge. On a donc 



2 C^ a ^ 



Si la cascade se compose de p bouteilles identiques, 

c.=£, 

P 

ce qui donne pour l'énergie 

""2^ c ""2 p 

Pour une charge donnée, l'énergie de la cascade sera plus 
grande que celle d'une seule bouteille ; mais, pour un poten- 
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tiel donné, elle sera p fois plus petite. C'est Finverse de ce 
qui avait lieu pour la batterie en surface. 

Toutes ces lois relatives à la décharge des batteries ont été 
trouvées expérimentalement par M. Riess. 

En résumé, quand on opère à potentiel constant, c'est-à dire 
avec une source d'électricité, la meilleure combinaison que 
Ton puisse faire avec un nombre déterminé de bouteilles, pour 
obtenir le maximum d'énergie pendant la décharge, consiste 
à les réunir en surface^ pourvu toutefois que les bouteilles puis- 
sent supporterla différence de potentiel maximum de la source. 
Si, au contraire, on dispose d'une quantité d'électricité limitée, 
il y a tout avantage à mettre la batterie en cascade. 

Le premier cas est le phis fréquent, c'est celui qui se présente 
avec les machines électriques; mais, comme ces appareils pro- 
duisent habituellement des potentiels très élevés, il y a souvent 
intérêt à choisir une combinaison convenable des bouteilles 
suivant les deux systèmes, qui permette d'utiliser ces poten- 
tiels élevés et d'économiser la charge. 

96. VraTail éleeirl««e peadavi le déplaeemeni des roBd«c« 
tevn Isolés. — Conducteurs à charge constante. — L'énergie 
potentielle d'un système de conducteurs a pour valeur 

Lorsqu'on change la position relative de ces conducteurs, 
sans établir entre eux aucune communication, on provoque 
en général un travail positif ou négatif des forces électriques 
et, par suite, on fait varier l'énergie du système ; si, par un tra- 
vail extérieur, le système éprouve une déformation en sens 
contraire des actions électriques, l'énergie augmente d'une 
quantité correspondante. 

Si les conducteurs sont abandonnés à eux-mêmes, ils obéis- 
sent aux actions électriques qui les sollicitent; le travail de ces 
forces est positif et correspond à une diminution d'énergie du 
système. On a donc, à chaque instant, en appelant dT le tra- 
vail des forces électriques et efW la variation correspondante 

de l'énergie, 

rfW-+-rfT=o. (i) 
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L'énergie des conducteurs abandonnés à leurs actions récipro- 
ques tend donc vers un minimum. 
On a d'ailleurs, d'une façon générale, 



mais, dans le cas actuel, le dernier terme est nul puisque la 
charge M est constante sur chacun des conducteurs; il reste 
seulement 

rfW==-yMr/V. 

Le déplacement spontané tend donc à se faire de manière que 
les potentiels diminuent. 

Un corps conducteur, primitivement à Tétat neutre, serait 
attiré dans le champ électrique. Sa présence a donc pour ef- 
fet, comme on le savait, de faire baisser les potentiels. 

91. Conducteurs à potentiel co7istant, — Considérons main- 
tenant le cas où les conducteurs sont maintenus à des 
potentiels constants, par des sources électriques placées en 
dehors du champ d'action. 

Nous supposerons que les différents conducteurs A,, Aj, 
A3..., chargés de quantités M^, M^, M3..., et aux potentiels 
V^, Va, V3..., communiquent séparément avec des corps de 
capacités C^, C^, C3..., soustraits à toute influence étrangère, 
par exemple, des condensateurs fermés dont Tarmature exté- 
rieure communique avec le sol. Ce cas rentre alors dans celui 
que nous venons de considérer ; si on désigne par W^ Té- 
nergie des conducteurs et par Wc celle des condensateurs, 
l'énergie du système est 

W=W«-^We. 

Si le système éprouve une déformation quelconque sans in- 
tervention d'énergie étrangère, la formule (i) est applicable 

et donne 
(2) rfT + r/W«-+-rfWc=o. 

Étectr. et Magn. ' "" "^ 
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L'énergie des conducteurs est 

W.=l^MV, 

et, par suite, 

Pour l'énergie des condensateurs, dont la cap cité est inva- 
riable, nous prendrons l'expression 

d'où l'on déduit 

Enfin, pour chaque système formé d'un conducteur et du 
condensateur correspondant, la charge totale M-^CV est con- 
stante ; on a donc 

^M + CrfV.= Q, 
et, par suite, 

VrfMH-CVrfV=:o; 

ce qui donne pour l'ensemble des conducteurs et des conden- 
sateurs 

2]VrfM+^CVrfV=o. 

En tenant compte de cette dernière relation, l'équation (2) 
peut s'écrire 

On a donc 

(3) arfW«-hrfWc-XMrfV = -2^. 

Celte équation est vraie, quelles que soient les capacités des 
condensateurs. Rien n'empêche de supposer ces capacités in- 
finiment grandes par rapport aux charges M des conducteurs 
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proposés, de manière que les variations de potentiel rfV^, 
rfVj... et les variations d'énergie M^dY^, M^rfVa... soient ab- 
solument négligeables. On rentre alors dans le cas de conden- 
sateurs maintenus à des potentiels constants par des sources 
extérieures, et Téquation (3) se réduit à 

2rfW«H-rfWc=o, 
ou 

-(rfW«-hrfW,)=rfW«; 

ce qui donne finalement, d'après l'équation (i), 

Ainsi, lorsque les conducteurs sont maintenus respecti- 
vement à des potentiels constants, l'énergie du système, pour 
une déformation quelconque, s'accroît d'une quantité égale 
au travail des forces électriques. Ce travail est positif, si 
le système est abandonné à lui-même ; il est emprunté, ainsi 
que le surcroît d'énergie , aux sources qui maintiennent 
les potentiels constants. Les sources fournissent donc à cha- 
que instant une quantité d'énergie qui se partage en deux 
parties égales : l'une sert à accomplir le travail rfT des 
forces électriques, l'autre est employée à accroître de rfW„ 
l'énergie électrique du système. 

Dans ce cas l'énergie du système tend vers un maximum. 

98. — Nous allons faire une application de ces théorèmes 
au problème suivant qui peut servir de base à la théorie des 
électromètres symétriques. 

Supposons qu'un système de conducteurs soit formé de deux 
cylindres fixes indéfinis A et B (fîg. ai) à axe commun, et d'un 
cylindre C concentrique aux précédents, mobile dans le sens 
de cet axe, la longueur du cylindre intérieur C étant d'ailleurs 
assez grande pour que la densité électrique à chacune de ses 
extrémités ne dépende que du conducteur fixe le plus voisin. 
Soient V^, V^ et V les potentiels de ces trois corps, A^, B^, et 
C^ les charges qu'ils possèdent lorsque le cylindre mobile est 
dans une position symétrique par rapport aux deux autres. 
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Si le cylindre C se déplace d'une petite quantité x, vers la 
droite par exemple, la distribution de l'électricité, sur les dif- 
férentes surfaces voisines de l'ouverture et aux extrémités, 
n'est pas modifiée; on a simplement, de ce côté, augmenté 
d'une quantité proportionnelle à j: la surface sur laquelle la 
densité électrique est uniforme et proportionnelle à la diffé- 
rence des potentiels des conducteurs voisins. La moitié de 
droite du cylindre mobile aura donc gagné une quantité d'é- 
lectricité proportionnelle à x, et le cylindre fixe B une quan- 
tité égale d'électricité contraire ; l'effet inverse se sera produit 
de l'autre côté. 

On aura ainsi, en appelant A, B et C les charges nouvelles 
des trois conducteurs après le déplacement du cylindre inté- 
rieur et a la capacité par unité de longueur du cylindre inté- 
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rieur loin du milieu et des extrémités, 

C-C,+«a.-(V-V,)-»r(V-V,) = C„ + a.i\V,-V,). 
B=B„-«x(V-V,), 

A=A„+w(V-V,). 

La variation d'énergie est alors 

W-W,=ixr[(V,-V,)V-(V-V,)V,+(V-V,)V,] 

=ax[v(v.-v,)-^(v;-v;)] 

= ax(V,-V,)[V-i(V, + V,)]. 

La résultante F des actions de A et B sur C est, par raison 
de symétrie, parallèle à l'axe commun ; le travail accompli 
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Fx pendant le déplacement x est égal à la variation d'é- 
nergie. On en déduit 

F:=«(V,-V,)[V-i(V,+V,)]. 

On peut d'ailleurs exprimer le coefficient a en fonctions 
des données du problème. On sait, en effet (so), que dans le 
cas de deux cylindres concentriques indéfinis, dont les rayons 
sont R et R^ et les potentiels V et V^, la charge du cylindre 
intérieur sur une longueur x est 



W 



Il en résulte 



et, par suite, 
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CHAPITRE SIXIÈME 

DES DIÉLECTRIQUES 



99. Bâte du milieu diéieeiri^ue. — Jusqu'ici nous avons rai- 
sonné dans rhypolhèse que les actions s'exercent à distance 
entre les masses électriques, et considéré le diélectrique comme 
un milieu inerte à travers lequel agissent les forces, mais dé- 
nué par lui-même de toute propriété active. 

D'un autre côté, il parait aujourd'hui bien démontré que 
la chaleur est un mouvement vibratoire dont la propagation 
s'effectue par l'intermédiaire d'un milieu élastique ; or nouî^ 
avons vu que le problème de l'équilibre électrique et celui de 
la propagation de la chaleur dans l'état permanent sont définis 
par les mêmes propriétés mathématiques. 

N'est-il pas permis de supposer que dans les deux cas l'ana- 
logie est plus intime, qu'elle se poursuit jusque dans le méca- 
nisme des actions élémentaires, et qu'il n'y a d'autre diffé- 
rence dans les deux ordres de phénomènes que celles que nous 
introduisons nous-mêmes dans l'interprétation physique des 
lois? S'il en est ainsi, la production des forces électriques doit 
pouvoir s'expliquer par la seule action du milieu. 

Telle est l'idée que Faraday a cherché à mettre en lumière 
et qui l'a guidé constamment dans ses travaux. Il n'y a pas 
lieu de chercher ici à démontrer ou infirmer l'exactitude de 
l'un ou de l'autre de ces points de vue, mais seulement leur 
équivalence pour l'explication des phénomènes. 

Nous commencerons par établir quelques théorèmes sur 
les relations des forces et des pressions électrostatiques. 
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lOO. ExpreMion de la forée par les preMlons. — Nous avons 
déjà considéré comme évident (410) que la force qui s'exerce 
sur un conducteur est la résultante des pressions électriques sur 
toute sa surface^ mais il peut être utile d'envisager ce théo- 
rème d'un autre point de vue. 

La pression, par unité de surface, en un point d'un conduc- 
teur où la densité est a et la force F, a pour valeur 



Ou 2 

et cette pression est toujours dirigée vers l'extérieur, quel que 
soit le signe de l'électricité. 

Pour chaque élément de la surface, la pression pdS est la 
résultante des actions exercées, sur la masse gJS de cet élé- 
ment, par toutes les masses extérieures au conducteur et par 
celles qui le recouvrent. Pour la surface entière, la résul- 
tante de toutes les pressions est la résultante des actions 
exercées sur le conducteur, tant par les masses extérieures 
que par son électricité propre. Mais les actions qu'exer- 
cent les unes sur les autres les diverses masses électriques du 
conducteur ont une résultante nulle puisque , l'équilibre exis- 
tant, ces masses peuvent être considérées comme fixées sur 
le conducteur, et que dans ce cas les forces élémentaires 
s'annulent deux à deux; la résultante des pressions est 
donc seulement égale à la résultante des actions des masses 
extérieures. 

101. — Quand un système électrique est entouré par une sur- 
face de niveau S^, la force exercée sur ce système est la résul- 
tante des pressions qui s'exerceraient sur une couche égale à la 
charge totale du système^ en équilibre sur la surface S^. 

Supposons qu'une surface de niveau S^ partage toutes les 
masses agissantes en deux systèmes, l'un intérieur M^, l'au- 
tre extérieur M,. Nous avons vu que, pour tous les points 
extérieurs à S^, on peut remplacer les masses intérieures par 
une couche de même masse totale M^, en équilibre sur 
la surface. Inversement, le système extérieur M^ agira sur 
cette couche M| solidifiée sur la surface S^ comme il agi- 
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rait sur les masses intérieures, supposées liées entre elles de 
manière à former un système rigide. 

Or, en vertu de la remarque précédente, Faction des masses 
extérieures sur la couche S^ et, par suite, sur le système M, 
des masses intérieures, n'est autre chose que la résultante 
des pressions électrostatiques de cette couche. 

Comme Faction totale du système M^ sur tous les corps 
extérieurs est égale et de signe contraire à la force que subit 
ce système, on voit aussi que Faction du système M^ sur les 
corps extérieurs est égale à la résultante des pressions élé- 
mentaires sur la surface Sp chacune d'elles étant comptée vers 
Fintérieur. 

102. — Vaction réciproque de deux systèmes M^ et M^ est 




Fig. aj 

égale à l'action de deux couches -hM^ et — M^ distribuées sur 
deux surfaces de niveau S^ et S^ qui comprennent M^ et laissent 
en dehors M2. 

Considérons, en effet, une seconde surface de niveau S^ 
(fig. 22) qui comprenne M^ et laisse encore tout entier à Fexté- 
rieur le système M2. 

Disposons sur la surface S^ une couche H-M^ en équilibre, 
et une couche —M^ en équilibre sur S^; la couche S^ peut 
remplacer le système intérieur H-M^ pour tous les points exté- 
rieurs à S^ et la couche S^ équivaut au système extérieur M^ 
pour tous les points compris dans la surface S3. 

L'ensemble de ces deux couches donne d'ailleurs un po- 
tentiel constant V^ à Fintérieur de S^ et un potentiel constant 
Vj à Fextérieur de S^; enfin un potentiel variable de V^ à V^ 
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dans l'espace intermédiaire. La force électrique est doue nulle 
partout, sauf dans cet espace, où elle conserve la même valeur 
en chaque point, soit pour les deux systèmes primitifs M^ et 
M^, soit pour les couches équivalentes distribuées sur les sur- 
faces S^ et Sj. 

L'action de la surface électrisée S^ sur la couche S^ est donc 
la même que sur le système M^ ; celle de S^ la même sur S^ 
que sur yl^ ; les actions réciproques des surfaces électrisées 
S^ et Sj sont donc les mêmes que celles des deux systèmes 
primitifs M^ et M^. 

Mais nous savons par les théorèmes qui précèdent que les 
actions éprouvées par les surfaces S^ et S^ ne sont autre chose 
que les résultantes des pressions électriques p^(^S^ et p^^iS^ qui 
s'exercent sur les éléments de ces surfaces. Ces pressions ont 
pour valeurs, en désignant par F^ et F^ la force électrique dans 
le milieu, au voisinage des éléments considérés, 



I w^« 



/,,rfS,=^F,r/S. 



I »^« 



/v/Sa^^Fj^S^; 

elles sont dirigées, les premières à Textérieur de la surface S,, 
les secondes à Textérieur de la surface S^, et les résultantes de 
ces deux systèmes de forces normales p^(^S^ et /'^rfSa sont 
égales et de signes contraires, comme étant l'action et la réac- 
tion. 

103. — La force réelle qui agit entre les deux surfaces élec- 
Irisées S^ et S^ peut être considérée comme provenant des ac- 
tions élémentaires qui s'exercent directement et à distance 
entre les différentes masses électriques qui les recouvrent, 
prises deux à deux. C'est l'hypothèse qui a servi de base à tous 
nos calculs jusqu'à présent. Mais on peut admettre aussi que 
celle action se transmet par l'intermédiaire du milieu ambiant 
en vertu d'une élasticité spéciale, comme le croyait Faraday. 
Nous plaçant à ce point de vue, nous allons examiner les con- 
ditions mécaniques auxquelles doit alors satisfaire le milieu 
intermédiaire. 
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Considérons, pour cela, un canal orthogonal entre les deux 
surfaces S^ et S^. Le flux de force émané de ^S^ (fig. 23) va s'ab- 
sorber en ^Sj, et les deux éléments dS^ et r/S^ sont exactement 
dans le même état que s'ils étaient reliés par des cordons élas- 
tiques parallèles aux lignes de force et tirant les deux éléments 
l'un vers l'autre avec une force égale à p^ par unité de surface 
sur c^S^ et à /^^ sur dS^- 

Prenons dans le canal un élément de, volume terminé par 
deux surfaces de niveau infiniment voisines S et S\ distantes 
de rfn, et supposons-le solidifié. Cet élément de volume doit 
être considéré comme soumis à deux tensions tirant extérieure- 
ment sur ses bases et dont la résultante est 

dR=:pdS'-pdS=-^^{F''dS'^F'dS). 




Fig. a3 

Comme on a, en vertu des propriétés des tubes de force, 

FdS^FdS\ 



il en résulte 



07: 



Les deux surfaces étant infiniment voisines, on peut écrire 

dF 
an 
ce qui donne 

G-K an 2 an \07;/ 2 an 
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En appelant R Taction relative à l'unité de volume du dié- 
lectrique en un point, on a 

7, an 

Le résultat est donc le même que si les forces s'exerçaient 
sur le diélectrique lui-même et que la force par unité de 
volume fiit déterminée par un potentiel égal en chaque point 

à — -; rélément de volume tend à être entraîné dans la direc- 

2 

lion vers laquelle la fonction p va en augmentant. 

lo*. — Mais dans ces conditions l'élément de volume ne 
peut être en équilibre ; il est donc nécessaire de faire inter- 
venir d'autres forces. Pour les déterminer, il est utile de consi- 
dérer le problème d'hydrostatique correspondant. 

Lorsque, dans un liquide en équilibre, la pression en cha- 
que point est représentée par une fonction p^ des coordon- 
nées, la résultante des pressions exercées sur une surface 
fermée est égale à la résultante d'un système de forces ayant 
un potentiel p^ et agissant sur le volume tout entier limité 
par cette surface. 

Il suffit, pour s'en assurer, de remarquer que sur un élé- 
ment de volume rf^, limité par deux surfaces d'égale pression 
et par des surfaces orthogonales et formant un cylindre infi- 
niment petit de base rfS et de hauteur dn^ la résultante des 
pressions est égale à 

an an 

-p étant la dérivée de la pression par rapport à la normale 

à la surface de niveau. Cette force, ou poussée^ agit normale- 
ment à la surface de niveau et dans le sens vers lequel les 
pressions diminuent. Elle est d'ailleurs, en vertu de l'équi- 
libre, égale et directement opposée à la résultante de toutes 
les forces extérieures sur le même volume, par exemple au 
poids du hquide qu'il renferme, s'il s'agit d'un liquide soumis 
à la seule action de la pesanteur. 
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Dans le problème d'électricité, la résultante des forces qui 
s'exercent sur un élément de volume dS dn, en vertu des ten- 
sions que nous avons considérées le long des lignes de force, 

est égale à dSdn - -p et dirigée dans le sens vers lequel la 

force ou la fonction p augmente. 

Pour établir l'équilibre, nous admettrons en outre qu'il 
existe en chaque point dans le diélectrique une pression p^. 

La surface entière de l'élément de volume étant soumise à 
cette pression dont la résultante est JR^, la condition d'équili- 
bre est 

r/R-^rfR^=o, 
ce qui donne 

2 dn (in ' 
OU 

p^^p^. 

L'action réelle sur l'élément du volume JSrf/i se compose 
donc d'une pression latérale p^=z- p et d'une tension sur les 

bases ^S égale kp^p^^ c'est-à-dire encore -. 

105. Tension et répulsion des lignes de forée. — Si l'ou Con- 
sidère une couche terminée par deux surfaces de niveau élec- 
trisées sur lesquelles on imagine les masses électriques capa- 
bles de remplacer l'action des corps extérieurs à la couche, 
les deux surfaces s'attireront avec une force égale à la résul- 
tante générale des tensions. En divisant cette couche en deux 
par une surface orthogonale, il s'exercera entre les deux frag- 
ments une répulsion égale à la résultante des pressions latérales. 

Il est facile d'étendre ces considérations au cas où la seconde 
surface de niveau n'envelopperait pas la première. 

On peut donc imaginer que les corps conducteurs sont re- 
liés l'un à r autre par des /ils élastiques tendus suivant les ligties 
de force et qui se repoussent entre eux. Cette représentation 
ipatérielle des phénomènes est un guide utile dans un grand 
nombre d'applications. 
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106. — Les propriétés qui précèdent sont la traduction ma- 
thématique de ridée suivant laquelle Faraday se représentait 
letat des diélectriques et qu'il résumait lui-même dans les 
deux paragraphes suivants de ses Expérimental Researches^ 
série XI, § 1297-1298: 

« L'action inductive qu'on peut concevoir comme s'exerçant 
dans la direction même des lignes de force qui relient les sur- 
faces terminales de deux conducteurs élcctrisés serait accom- 
pagnée d'une action latérale ou transverse à ces mêmes lignes 
et qui correspondrait à la dilatation ou la répulsion à laquelle 
elles semblent obéir. Autrement dit, la force attractive qui 
s'exerce entre les particules du diélectrique dans la direction 
même de l'induction est accompagnée d'une force répulsive 
agissant dans une direction transverse. 

« L'induction semble consister en un certain état de polari- 
sation des particules déterminé par l'action du corps électrisé, 
élat dans lequel les particules seraient positives d'un côté, 
négatives de l'autre, et seraient disposées régulièrement les unes 
par rapport aux autres, et en relation avec la surface ou les 
particules mêmes du corps inducteur. Cet état est un état de 
contrainte, qui est établi et se maintient seulement par l'ac- 
tion d'une force, et qui se détend et fait place à l'état naturel 
sitôt que la force cesse d'agir. 11 n'y a d'ailleurs que dans les 
corps isolants que cet état peut se maintenir sous l'action d'une 
quantité fixe d'électricité, attendu que ce sont les seuls où les 
particules peuvent rester polarisées. » 

109. ÉMerirte du milieu diélectrique. — Dans cette manière 
de voir, toute l'énergie du système électrique doit r ésider 
dans le milieu diélectrique et il est facile d'en calculer la va- 
leur en chaque point. 

L'énergie totale d'un système est (91) 

W= - y mV, ou W=i fs^ch 

2 ^c/ 

Remplaçant la densité par sa valeur déduite de l'équation 
de Poisson 

AV-f-4^p=o, 
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il vient 

Jusqu'ici Ténergie est évaluée en fonction des masses élec- 
triques elles-mêmes. Pour en modifier la signification, il suf- 
fira d'appliquer la formule de Green (sa) 



f\\\dç=f\^dS- f¥^ds^ 



au volume limité par une sphère de très grand rayon r com- 
prenant le système électrisé que l'on envisage. Le premier 
terme du second membre doit être étendu à la surface de cette 
sphère. Le potentiel V, à mesure qu'on s'éloigne, tend à deve- 
nir en raison inverse de r; le facteur -—représente la com- 

ùn 

posante normale de la force et devient en raison inverse de 
1^, Comme la surface elle-même est proportionnelle à /^, 
cette intégrale est en raison inverse de r et tend vers zéro. 

Le second membre se réduit donc au deuxième terme et 
on a pour expression de l'énergie 



W= 



=Ûj^'''- 



D'après cela, l'énergie du système est le même que si cha- 
que élément de volume du milieu possédait une quantité d'é- 
nergie ^ ¥^dv. L'énergie w par unité de volume est alors 



Ainsi r énergie par unité de volume est égale en chaque point 
à la pression électrostatique. 

108. PouToir inducteur ■péciiique. — Si le diélectrique joue 
ainsi le rôle essentiel dans les phénomènes, on doit s'attendre 
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à ce que tous les milieux ne se comportent pas exactement de 
la même manière. 

On sait, en effet, depuis les expériences de Franklin, que la 
nature du verre a une grande importance pour la construc- 
tion des batteries électriques. Cavendish avait fait beaucoup 
d^expériences pour déterminer directement le rôle comparatif 
des différents corps employés comme isolants dans les con- 
densateurs, mais ces expériences étaient encore inédites et 
ignorées lorsque Faraday publia ses importants travaux. 

Faraday a constaté que, si Ton fait communiquer les arma- 
tures de deux bouteilles de Leyde sphériques de mêmes di- 
mensions, dans Tune desquelles la couche d'air isolante a été 
remplacée par un diélectrique solide, comme du soufre fondu 
ou de la résine, une quantité déterminée d'électricité portée 
sur ce système de conducteurs ne se partage pas en parties 
égales entre les deux bouteilles. Celle dont le diélectrique est 
solide prend une charge plus grande. 

Le phénomène est général et obéit à une loi très simple. 
La charge que prend un condensateur fermé, à diélectrique 
solide ou liquide, est dans un rapport constant avec la charge 
qu'il prendrait, pour la même différence de potentiel, si le 
diélectrique était remplacé par une couche d'air. 

L'expérience indique, en effet, que l'air et les gaz, même 
humides, se comportent sensiblement de la même manière, 
quelles que soient la pression et la température. Si la nature 
du gaz a une influence appréciable sur laquelle nous revien- 
drons plus loin, elle peut être négligée dans les applications. 

Le rapport ainsi déterminé est ce que Faraday appelle 
le pouvoir inducteur spécifique du diélectrique. C'est, comme 
on voit, le nombre par lequel il faut multiplier la capacité 
d'un condensateur à air pour avoir celle du même condensa- 
teur dans lequel la lame d'air aura été remplacée par le diélec- 
trique en question. 

loo. AbMrptiom électrique. — La détermination de cette 
constante présente, pour la plupart des corps, de grandes dif- 
ficultés, par suite de l'intervention d'un phénomène auquel 
Faraday a donné le nom d'absorption électrique et qui a la 
même cause que la charge résiduelle des condensateurs. La 
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capacité d'un condensateur, dans lequel le diélectrique est un 
corps solide, se présente comme une fonction du temps; elle 
est croissante et paraît tendre vers une limite à mesure que la 
durée de la charge augmente. Inversement, quand on dé- 
charge le condensateur, Télectricité disponible qui disparaît 
dans la décharge est quelquefois loin d'atteindre la totalité de 
celle qu'il possède; on sait, d'ailleurs, qu'on peut à des inter- 
valles successifs obtenir un nombre plus ou moins grand de 
décharges d'intensités décroissantes. 

11 paraît difficile, dans l'état actuel de la science, de rendre 
un compte exact de cette propriété. Tout semble indiquer 
qu'elle est due à un changement progressif dans la structure 
du diélectrique, à une déformation particulière, sous l'influence 
des causes qui produisent la polarisation, déformation qui de- 
vient permanente, comme dans un corps imparfaitement élas- 
tique, et à la suite de laquelle le corps ne revient pas immé- 
diatement à son état primitif quand la cause a cessé d'agir. 

Ce qui confirme cette manière de voir, c'est que toutes les 
circonstances qui dans les cas d'une déformation mécanique 
facilitent le retour d'un corps à l'état normal, comme les chocs, 
les variations rapides de température, etc., paraissent accélérer 
également la disparition de la charge résiduelle et le retour 
à l'état neutre. 

iio. PoUrUatiom dn diélectrique. — Si l'expérience de Fa- 
raday est impuissante à trancher la question des actions à dis- 
tance ou au contact, elle met en évidence d'une façon indis- 
cutable le rôle actif joué par le milieu dans les phénomènes 
électriques. On est ainsi conduit à admettre que, sous Tin- 
Quence électrique, le milieu prend un état de polarisation 
analogue à celui qu'on constate dans le fer doux sous l'in- 
fluence d'un aimant. 

Poisson a imaginé pour expliquer le magnétisme une hypo- 
thèse qui a été transportée à l'étude des phénomènes électriques 
par Mossotti et adoptée ensuite par Faraday. Cette hypothèse 
consiste à admettre que le milieu magnétique ou diélectrique 
est formé de particules, sphériques par exemple, absolument 
conductrices, disséminées dans un milieu non conducteur. 

« Qu'on se figure tout l'espace qui environne une sphère 
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comme constitué par un diélectrique tel que Tessence de téré- 
benthine ou Taîr, parsemé de conducteurs sphériques, comme 
des balles de fusil, tous isolés les uns des autres, et Ton aura, 
lant au point de vue de la constitution que des propriétés, 
rimage exacte de ce que je considère comme étant la consti- 
lulion et les propriétés du diélectrique lui-même. Si on charge 
la sphère, tous ces petits conducteurs prendront deux pôles : 
si on la décharge, ils retourneront à Tétat naturel pour se pola- 
riser de nouveau toutes les fois qu'on Viendra à la recharger. » 
Faraday, Expérimental Researches^ série XIV, § 1679.) 

Sir W. Thomson a montré que, sans faire aucune hypo- 
Ihèse sur la constitution du milieu, il suffit d'admettre, ce 
qu'on peut considérer comme un fait expérimental, que cha- 
que élément de volume est transformé par Finduction en un 
petit aimant ; on retrouve ainsi toutes les conséquences ma- 
Ihématiques de l'hypothèse de Poisson. 

111. DéflMitiom d« diélectrique. — Un diélectrique placé 
dans un champ se polarise et la somme algébrique des masses 
qui constituent la charge est toujours nulle. Nous savons d'ail- 
leurs (59) que, quel que soit l'état d'un corps électrisé, l'ac- 
lion qu'il exerce sur un point extérieur est égale à celle d'une 
couche de même masse totale que la sienne distribuée sur la 
surface suivant une certaine loi : dans le cas actuel, la couche 
équivalente est donc formée de deux nappes ayant des masses 
égales et de signes contraires. 

D'après la théorie de l'induction magnétique, que nous dé- 
velopperons plus loin, l'action de cette couche remplace non 
seulement pour les points extérieurs, mais pour les points in- 
lérieurs, l'effet de la polarisation ; la distribution est détermi- 
née par la condition qu'en deux points voisins, l'un dans le 
ïliéleclrique, l'autre à l'extérieur, les composantes de la force 
normales à la surface de séparation soient dans un rapport 
constant jx, de telle sorte qu'on ait, en désignant par Fh etF„ 
les composantes normales à l'intérieur du diélectrique et à 
l'extérieur, comptées dans la même direction, 

{.) ^=^t, ou ¥.=vK. 

tlectr, et Magn. 1. — 8 
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Sans chercher à approfondir, pour le moment, la nature in- 
time du phénomène, on peut considérer cette équation (i) 
comme définissant le rôle d'une certaine classe de corps, à 
laquelle Texpérience montre que doivent appartenir les dié- 
lectriques tels que nous les connaissons. 

Nous avons vu (39) que, de part et d'autre d'une surface 
électrisée, les composantes des forces parallèles à la surface 
sont égales et que la différence des composantes normales est 
proportionnelle à la den'sité de la couche, 

On en déduit 

L'hypothèse de Poisson revient donc, en définitive, à supposer 




Fig. 24 

à la surface du diélectrique une couche fictive dont la densité 
9 satisfasse à cette condition. 

112. — Ce résultat peut être présenté sous une autre forme. 
De part et d'autre d'un élément PP' ou rfS de la surface du dié- 
lectrique (fig. 24) traçons deux tubes de force et terminons-les 
par deux bases orthogonales ^S| et rfSI situées, l'une dans l'air, 
l'autre dans le diélectrique, et seulement assez éloignées pour 
comprendre entre elles la couche crfS. Le flux de force qui 
entre par la base c/S, est F^S, = F„r/S; celui qui sort par la 
base dSî est F'rfSÎ=FnrfS; la variation du flux est donc égale 
à (Fn — Fn)rfS, ou, en vertu de l'équation (i) qui définit le dié- 
lectrique, à ( I j FffrfS ; elle correspond à une masse çlec- 
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Irique odS telle que l'on ail 



(-;)""=-<='• 



Les choses se passent donc comme si une fraction constante 
du flux de force était absorbée par la couche fictive de la sur- 
face: celte fraction a pour valeur i — . 

lia. KéfraetioM du flax. — Les composantes tangentielles 
restant égales dans les deux milieux, si on appelle i et T les 
angles des forces F et F' avec la normale N à la surface S, les 
relations 

FcOSl=:iJLF' COSi', 

Fsini^^F'sini', 
donnent Téquation 

tangi = -tangi , 

qui exprime ce qu'on peut appeler la loi de réfraction de la 
force ou du flux au moment où la force passe de Tair dans un 
diélectrique liquide ou solide. 

1141. — D'une manière plus générale, supposons que la sur- 
face S sépare deux diélectriques, solides ou liquides, dont les 
pouvoirs inducteurs spécifiques soient égaux respectivement 
à ,jL, et \L^j le rapport des composantes normales (F„), et (F,,)^, 
de part et d'autre de la surface, est égal au rapport inverse 
<les pouvoirs inducteurs, ce qui donne 

(F«)a ix/ 
uu 

La couche fictive est déterminée par l'équation 

(F„),-(F;,),=4xc. 
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et la loi de la réfraction donne pour les angles i| et i^ des 
forcesavec la normale, de part et d'autre de la surface, la re- 
lation 

tangf^ ^ tangia 

115. Tnbes et ûut d'imducUoii. — Convenons d'appeler in- 
duction en un points le produit de la force F par le pouvoir 
inducteur spécifique \k de la substance au point considéré, et 
quantité ou flux d'induction au travers d'un élément de sur- 
face, le produit de cet élément parla composante normale de 
rinduction ; les résultats qui précèdent pourront alors s'expri- 
mer d'une manière très simple. j 

Remarquons d'abord que dans les milieux gazeux ou, au 
moins, dans le vide [jl— i ; l'induction et la force ont la même 
expression numérique et il y a identité entre les tubes de force 
et les tubes d'induction, de même qu'entre les deux espèces 
de flux. I 

Dans le cas de milieux contigus de pouvoirs inducteurs spé- 
cifiques iJL| et liLj, la relation des composantes normales 

IJL| F| cos 1 1 = iJi^Fj cos /j • 
donne 

|i.i F^rfS cos i^ = [jLjFjrfS cos I3, 

équation qui signifie que le flux d'induction qui traverse l'élé- 
ment dS conserve la même valeur dans les deux milieux. 
Nous sommes donc conduits à la loi suivante : 

Dans un tube d'induction, le flux (T induction garde une va- 
leur constante, quels que soient les milieux diélectriques quil 
traverse, tant qu'il ne rencontre pas de corps réellement électrisé. 
Cette loi se confond avec celle de la conservation du flux de 
force quand on ne considère qu'un seul milieu. 

Si le tube rencontre une masse m d'électricité, située dans 
le milieu diélectrique, on peut toujours concevoir cette masse 
comme séparée du diélectrique par une couche d'air ; dans 
cette couche, le flux d'induction se confond avec le flux de 
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force ; celui-ci variant de 4xm, il en est de même du flux d'in- 
duction en vertu du théorème qui précède. 

lie. ^aatioBS eametéristi^ues de l'iMductlon. — Si Ton ap- 
plique ce théorème à un élément de volume dxdydz situé dans 
un diélectrique dont le pouvoir spécifique est (a, en un point 
où la densité réelle d'électrisation est p, on obtient Téquation 
suivante, analogue à celle de Poisson : 

Gomme nous ne considérons pour le moment que les mi- 
lieux isotropes, le facteur ji. est constant et cette équation se 
réduit à 

IjlAV-+-4"P = o. 

A la surface de séparation des deux milieux, il y aura lieu de 
distinguer deux densités : la densité ç de la couche fictive qu'il 
faut supposer à la .surface de séparation des diélectriques pour 
avoir, vis-à-vis de tout point situé en dehors de cette surface, 
l'effet équivalent de leur polarisation intérieure ; et la den- 
sité ff' de la couche réelle qu'on aurait pu développer par le 
frottement, par exemple, sur cette même surface. 

On aura alors pour la surface de séparation des deux milieux 
les équations 

ix,(F„),-ix,(F„), = W. 

En convenant de compter dans chaque milieu les normales 
à partir de la surface et désignant par V< et V^ les valeurs res- 
pectives du potentiel dans les deux diélectriques, ces équa- 
tions peuvent s'écrire 

(4) ^+^+4^(,+ 5')=o, 
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Le pouvoir inducteur [t. est toujours positif et supérieur h 
l'unité; il peut être considéré comme égal à Tinfini dans les 
conducteurs. 

11». — Dans le cas où les diélectriques n'ont reçu d'électri- 
cité ni à l'intérieur ni à la surface, ces équations se réduisent à 



On en déduit 



|A|T hlJLjr — =0. 



118. Beiiiftr««eB sur la coache flctiTe. — Bien que la COU- 

che de densité d soit une couche fictive, il faut remarquer que 
si, pendant que le diélectrique est soumis à l'induction, on 
ramenait sa surface à l'état neutre, par un procédé quelcon- 
que, au moyen d'une flamme reliée au soi par exemple, et 
qu'on enlevât ensuite les masses inductrices, on trouverait sur 
cette surface une couche réelle de densité — c. 

Cette remarque permet d'expliquer les phénomènes que 
présentent certains corps, par exemple les cristaux pyroélec- 
triques à un axe, tels que la tourmaline. Il suffit de supposer 
que l'état normal de ces corps est analogue à celui que pren- 
nent les diélectriques sous l'influence des forces électriques, 
autrement dit, qu'ils sont naturellement polarisés et que leur 
état de polarisation est une fonction de la température. 

Une tourmaline neutre en apparence est une tourmaline 
qui, en vertu de sa polarisation, produirait à l'extérieur les 
mêmes forces qu'une couche de masse totale nulle et de den- 
sité -h (7 distribuée sur la surface, mais qui, par suite de causes 
quelconques, par exemple la déperdition au contact du miUeu 
ambiant, s'est recouverte d'une couche réelle de densité — ç. la- 
quelle annule pour tout point extérieur l'eflfet de la polarisation 
intérieure. Si on vient à faire varier la température de la 
tourmaline, on change l'état intérieur sans modifier la couche 
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développée sur la surface : Féquilibre est rompu, et ne pourra 
se rétablir que d'une façon plus ou moins lente sous l'action 
des causes qui avaient amené la neutralisation antérieure ; 
l'effet observé, dans ces conditions, est la différence des actions 
delà couche fictive et de la couche réelle. 

119. Charges de deux éléments correspondante. — Le théo- 
rème des éléments correspondants (ae) est encore vrai quand 
lesdeux conducteurs sont situés dans des milieux différents. 11 
suffit, pour le voir, de remarquer que Ton peut toujours sup- 
poser le conducteur séparé du diélectrique par une couche 
d'air infiniment mince, comprise entre la surface du conduc- 
teur lui-même et une surface de niveau infiniment voisine. 

Soient A et B les deux conducteurs, ji., et jjlj les pouvoirs 
inducteurs des diélectriques avec lesquels ils sont respective- 
ment en contact. Si la surface de séparation S des deux diélec- 
triques n'a pas de couche électrique réelle, le flux d^induction 
est le même dans toute l'étendue d'un canal orthogonal qui 
découpe sur les conducteurs et sur cette surface les éléments 
(S«, dSt et dS. 

La force, qui serait F« dans Tair auprès du premier conduc- 

F 

leur, devient dans le diélectrique F^ = — . 

La densité apparente (;'« sur le conducteur, c'est-à-dire celle 
qui donnerait la force F^ par la relation ordinaire ir.7a=:Fi^ 
est égale à l'excès de la densité réelle a^ du conducteur sur la 
densité fictive d, à la surface du diélectrique, on en déduit 

Ca — ^« — ^1 — — ♦ 

On a de même, au contact du conducteur B, 



ff 6 — Qb — ^ù — — ' 



.=^*(-i;)- 
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Si la surface S possède une couche réelle de densité ç', la 
couche fictive ayant une densité a, les forces normales de pari 
et d'autre satisfont à Téquation 

On a d'ailleurs, dans les deux milieux respectifs, 

On en déduit, en remplaçant les forces F| et F, par leurs 
valeurs 4^ji et 4^ffi, 

ffi^^Sj — ai</S« = (d -h ff ) rfS . 

Cette équation exprime que la différence des charges appa- 
rentes des éléments correspondants des deux conducteurs est 
égale à la charge totale de F élément correspondant de la sur- 
face de séparation des deux diélectriques, 

180. lÊMerirl® d'aa Bystème dams les cas diélectriqaes ««eleoM- 

«UM. — ^expression générale de Ténergie est, comme nous 
l'avons vu (lo»), 

L'équation 

l<.AV + 4itp=o 
donne 



W=-^/IiVAVrfv. 



En vertu de la formule de Green et de la remarque déjà 
faite (lov), cette expression se réduit à 



W 



= ±fi^d.. 
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On a donc, pour l'énergie de Tunité de volume, 



w=-^lxF^. 



121. C«BipAraiMiii «Tec les phénomèMes calorlfl^aea. — Re- 
prenons la comparaison du problème d'équilibre électrique 
avec celui de la propagation de la chaleur. Nous avons vu (lo) 
qu'entre deux mêmes surfaces de niveau, si le coefficient de 
conductibilité est égal à Tunité, le flux de. chaleur, dans le 
premier, est égal numériquement au flux de force dans le se- 
cond; si le coefficient de conductibilité est Ar, le flux de cha- 
leur est k fois plus grand que le flux de force électrique. 

Considérons maintenant deux systèmes corrélatifs, l'un élec- 
trique, l'autre calorifique, formés chacun de deux milieux 
séparés par une même surface S, et tels que les surfaces 
équipotentielles de l'un coïncident avec les surfaces isother- 
mes de l'autre. Si A| et A.^ sont les coefficients de conductibi- 
lité des deux milieux, le flux de chaleur à travers un élément 
^S de la surface de séparation est, dans le premier milieu, 



ot, dans le second. 



^■•è/^' 






Comme l'équilibre thermique est supposé atteint, ces deux 
flux sont égaux et l'on a 

Le système électrique donne, de même, 
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On en conclut 

Les flux d'induction sont donc proportionnels aux flux de 
chaleur, le pouvoir inducteur spécifique jouant dans le pro- 
blème électrique le même rôle que le coefficient de conduc- 
tibilité dans le problème calorifique. 

122. VarUtioM du poteatiel produite par l'interposltiom d'aa 

diéieetrUue. — Si Ton introduit (96) un corps conducteur dans 
un champ électrique dû à des conducteurs isolés et éleclrisés, 
ta présence de ce corps nouveau a pour eiïel de diminuer le 
potentiel primitif sur chacun des conducteurs. L'inlroduc- 




Fig. aâ 

tion d*un diélectrique solide ou liquide produit à un degré 
moindre le même efTet. 

Considérons, comme exemple, un cas particulier, celui d'un 
conducteur A (fig. 25), chargé d'une quantité M, d'électricité^ 
et situé à Tintérieur d'un conducteur fermé B maintenu à un 
potentiel constant V3. 

L'équilibre étant établi, fixons les masses électriques sur A 
et B et introduisons dans l'inlervalle une couche diélectri- 
que C, de pouvoir inducteur pi, dont les surfaces interne et 
externe S et S' soient des surfaces de niveau du système pri- 
mitif, où les potentiels étaient respectivement V et V\ Il est 
facile de voir que Téquilibre n'est pas troublé quand on distri- 
bue sur les surfaces S et S' des charges électriques — M et -+-M 
identiques à celles qui se seraient produites si ce milieu ékiit 
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conducteur et que la charge primitiye de A eût été remplacée 
par M. 

En effet, les charges -+- M sur A, — M et-+-MsurC,et — Msur 
B établissent des potentiels constants sur les corps A, B et C ; 
d'autre part, les couches égales et contraires -f- M, et — M^ don- 
nent des potentiels constants sur les conducteurs A et B, de 
sorte que ceux-ci sont en équilibre. La forme des surfaces de 
niveau intermédiaires aux conducteurs A et B n'est pas modi- 
Gée et la force est restée partout dans la même direction. 

Depuis la surface S^ jusqu'à la surface S' Taccroissement 
de potentiel est le même que si la couche C n'existait pas; la 
variation est également restée la même de S en S,. 

Pour établir la condition relative au diélectrique, considé- 
rons un canal orthogonal qui découpe sur les surfaces S, et S 
les éléments dS^ et rfS sur lesquels les densités sont en valeur 
absolues a^ et a. Le flux de force 4^ff,rfS^ qui émane de Télé- 
ment rfS| est en partie absorbé sur l'élément rfS, et la fraction 
perdue est 

4^c^S 

Cette fraction devant être égale à i (ii«), il en résulte 

que le rapport des charges a^S et (7,r/S| de deux éléments 
correspondants est aussi i La condition d'équilibre du dié- 
lectrique est donc satisfaite si l'on a 

La force étant devenue \k fois plus faible entre les surfaces S 
et S', la chute du potentiel a diminué dans le même rapport, 
de sorte que l'accroissement total du potentiel quand on va de 
B en A est maintenant 

V'-V,+ l(V-V')+V.-V=V,-V,-(.-i)(V-V'). 
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En désignant par U| le nouveau potentiel du conducteur A, 
on a donc 

U.-V.-V,-V,-(.-i)(V-V'). 

Si le corps interposé était conducteur, la perle de potentiel 
du conducteur A serait V— V. L'introduction du diélectrique 
a donc aussi fait haisscr le potentiel sur le conducteur A et la 

chute est une fraction égale à i de celle qui serait pro- 
duite par un conducteur de mêmes dimensions que le diélec- 
trique. Toutefois ce résultat simple est particulier aux condi- 
tions qui ont été choisies ; il n'en serait pas de même si le dié- 
lectrique n'était pas terminé par des surfaces de niveau du 
système primitif. 

i«a. — Lorsque le diélectrique occupe tout l'espace com- 
pris entre les conducteurs A et B, de manière à constituer 
un condensateur fermé, on a alors V^^V^, V'—Vj, et il vient 

U,-V,= ^(V.-V,). 

Pour une même charge, la différence de potentiel est de- 
venue |j. fois plus faible par la substitution, à la couche d'air, 
d*un diélectrique de pouvoir inducteur spécifique égal à (a. En 
d'autres termes, la capacité du système est devenue \k fois plus 
grande. C'est précisément l'expérience de Faraday. 

La remarque faite plus haut (119) donne immédiatement ce 
dernier résultat. L'interposition d'un diélectrique de pouvoir 
inducteur spécifique [j., dans tout l'espace qui sépare les deux 
conducteurs A et B, ne modifie pas la forme des surfaces de 
niveau, mais la densité apparente en chaque point devient 
ji. fois plus petite que la densité réelle ; les choses se passent 
<lonc comme si le système, gardant sa capacité primitive, 
avait reçu une charge \k fois plus petite. 

1S4. — On peut encore dans le cas qui précède se repré- 
senter les phénomènes autrement. 

Imaginons que le diélectrique compris entre les conduc- 
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12^ 



leurs A et B (fig. 36) soit divisé en un nombre impair de 
Teuillets infiniment minces a, p, a, ^'.... par des surfaces de 
niveau du système primitif, telles que la variation de potentiel 
soit respectivement la même dans toutes les couches a, a ... 
ainsi que dans les couches ^, ^\... et qu'on ait, par suite, 



(6) 






Enfin, mettons sur chacune de ces surfaces des masses égales 
en valeur absolue à celles qui existent sur les surfaces S^ et S^ 
des conducteurs, alternativement positives et négatives, -+- M 
sur les surfaces d'ordre pair et — M sur les surfaces d'ordre 
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impair, chacune de ces couches étant en équilibre sous Tac- 
tien des conducteurs primitifs A et B. 

Il est évident que le système ainsi obtenu est en équilibre. 
La force n'est pas modifiée dans tous les feuillets d'ordre im- 
pair, a, a\ a'.., mais elle est nulle dans tous les feuillets d'ordre 
pair^', ^', ^\,. et le potentiel a dans chacun de ces feuillets une 
valeur constante. C'est comme si tous les feuillets d'ordre pair 
étaient remplacés par des couches conductrices. 

Cette opération a diminué la différence de potentiel entre 
A et B. En effet, de la surface S^ à S'' la différence de potentiel^ 
qui était primitivement V, — V, est devenue V^— V, et l'on a 
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De même entre S' et S'^ la différence primitive de potentiel 
V — V*' est réduite à 

Les rapports 

g g' 

^' g+&' ' 

sont les mêmes dans toute l'épaisseur du diélectrique, et 1 on 
peut écrire 

g g' I 

g-i-{J~"g'-l-&' ~îl' ' ., 

En faisant ainsi le calcul de proche en proche, on voit que 
depuis la surface S^ jusqu'à la surface S^, le potentiel varie pi 
fois moins vite que dans Tétat primitif, de sorte que la dif- 
férence de potentiel de deux surfaces S^ et S^ est devenue, par 
rinterposition du diélectrique, 

U.-U,=i(V,-V,), 

ce qui donne le même résultat que précédemment. 

Dans cet ordre d'idées, le coefficient jj. prend une significa- 

g-f-3 

tion physique ; c'est le rapport de la somme des épais- 
seurs de deux feuillets successifs à Tépaisseur de celui des 
deux qui est d'ordre impair. Or, Texpérience indique que plu- 
sieurs diélectriques solides ont un pouvoir inducteur spéci- 
fique voisin de 2, d'où il résulterait que le rapport - des épais- 
seurs de deux feuillets successifs serait sensiblement égal à 
l'unité. 

185. — L'expérience indique aussi, et les recherches de 
Gaugain à ce sujet sont particulièrement intéressantes, que 
le pouvoir inducteur spécifique varie avec le temps. 11 a d'a- 
bord une valeur minimum au moment de la charge, puis 
augmente rapidement et ensuite d'une manière lente, pour 
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tendre vers une limite. En d^autres termes, le potentiel de 
Tarmature intérieure d'un conducteur diminue d'abord rapi- 
dement aussitôt après la charge, puis plus lentement. 

La force étant nulle dans chacun des feuillets 0^ ^\.., on 
voit, en effet, que les couches positives sont toutes poussées vers 
Texlérieur, les autres vers Tintérieur, et que, par suite de leur 
action mutuelle^ les couches qui limitent les feuillets a ten- 
dent à se rapprocher, ce qui augmente de plus en plus le pou- 
voir inducteur. 

En généralisant ce raisonnement, on est encore conduit à 
attribuer aux conducteurs un pouvoir inducteur spécifique in- 
finiment grand. 

186. Théorie d« déplacement de Maxwell. — Pour expli- 
quer les propriétés des diélectriques et rendre compte des 
phénomènes par la seule intervention du milieu, Maxwell 
imagine que, quand un diélectrique est soumis à Tinduction, 
il se produit un phénomène équivalent à un déplacement ou 
ii un glissement d'électricité dans le sens de Tinduction. Par 
exemple, dans une bouteille de Leyde dont Tarmature inté- 
rieure est chargée positivement, le déplacement a lieu dans 
la masse du verre de Tintérieur vers Textérieur. 

Toute augmentation de la charge augmente le déplacement 
cl correspond à un courant d'électricité positive de l'intérieur 
vers l'extérieur; toute diminution, à un courant allant de 
l'extérieur vers l'intérieur ; la durée du courant est égale à 
celle de la variation. 

Le déplacement par une surface est la quantité d'électricité 
qui la traverse. Soit zdS cette quantité pour un élément rfS de 

la surface d'un conducteur, le déplacement est égal à -; — , 

'U 

il est donc égal au flux de force correspondant divisé par ^t:. 
Au contact d'un diélectrique la quantité d'électricité a pour 

valeur !^^-^ — , le déplacement est alors égal au quotient du 

flux d'induction par 4if. 

D'une manière générale, le déplacement en un point quel- 
conque d'un diélectrique est égal au quotient de ^induction par 
4- et parallèle à cette force. 
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Un corps conducteur n'oppose aucun obstacle au déplace- 
ment. Dans un diélectrique, le déplacement est limité par Fac- 
tion de forces antagonistes que développe le déplacement 
lui-même, en autres termes, par une espèce d'élasticité, qu'on 
peut appeler Vélasiicilé élfctf^ique du milieu. L'équilibre est 
établi quand la réaction élastique est égale en chaque poinl 
à la force électrique. Si, par analogie, on appelle coefficient 
d élasticité électrique le rapport de la force au déplacement 
qu'elle produit, et qu'on suppose le milieu parfaitement élas- 
tique, on voit que le coefficient d'élasticité est égal à — et 

i 
que, par suite, le pouvoir inducteur spécifique est inversement 

proportionnel au coefficient d'élasticité du milieu. 

C'est le déplacement produit par l'induction à travers la 
masse entière du diélectrique qui détermine la polarisation du 
milieu et l'électrisation apparente des conducteurs. 

Considérons un tube d'induction entre deux conducteurs. 
Dans toute l'étendue du tube, le déplacement est constant : 
chaque section orthogonale est traversée par la même quantité 
d'électricité. A l'une des extrémités, le déplacement s'est fait 
du conducteur vers le diélectrique, l'élément correspondant 
rfS du conducteur est dit alors chargé d'électricité positive 
avec une densité a; à l'autre extrémité, le déplacement s'est 
fait du diélectrique vers le conducteur, l'élément correspon- 
dantes' est chargé avec une densité — a'. Dans toute l'étendue 
du tube, si le diélectrique reste le même, il n'y a pas d'élec- 
tricité apparente; mais ce milieu est polarisé, car si on isole 
par la pensée une portion du tube comprise entre deux sec- 
tions orthogonales, le déplacement s'est fait en sens inverse 
pour ces deux sections, et toutes deux paraîtraient électrisées 
en sens contraires, si leur électrisation n'était neutralisée par 
l'électrisation égale et opposée des portions du tube en contact. 
Si le tube traverse la surface de séparation des deux diélectri- 
ques, le déplacement est le même dans les deux milieux, mais^ 
la polarisation n'est pas la même et la surface aura une élec- 
trisation apparente égale à la difTérence des couches électri- 
ques des surfaces des deux milieux en contact. 

11 est évident que, puisque l'électrisation du conducteur n'est 
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«]irapparente, toute Ténergie due à réiectrisation doit résider 
<lans le milieu. Elle est égale au travail dépensé pour opérer 
le déplacement en sens contraire des forces élastiques. D'à 
près ce que nous avons vu (120), ce travail par unité de \o- 

mF^ I mF 

lume a pour valeur ^r- ou -. 9-- F ; il est donc égal à la moi- 

lié du produit de la force électrique par le déplacement. 

La théorie du déplacement de Maxwell rend donc un compte 
Nitisfaisant des propriétés du milieu. 

Elle fournit une interprétation physique du pouvoir induc- 
teur spécifique de Faraday : le pouvoir inducteur spécifique 

esi, à un facteur près, —, Tinverse de coefficient d'élasticité 

électrique du milieu. 

Elle donne l'explication de cette vue de Faraday qu'il n'est 
pas possible de communiquer à la matière une charge absolue 
<rélectricité : en effet, dans cette théorie, l'électricité se com- 
porte comme un fluide incompressible; la quantité qui peut 
Hre contenue dans une surface fermée est invariable, et la pro- 
duction de deux quantités d'électricité égales et de signes con- 
traires apparaît comme la conséquence d'un seul et même 
phénomène. 

Enfin il est naturel de penser que, si l'explication des phé- 
nomènes électriques entraine l'existence d'un milieu incom- 
pressible, répandu dans tout l'espace, ce milieu ne saurait être 
«liflërent de Téther auquel on attribue les phénomènes lumi- 
neux et calorifiques; cette théorie permet donc d'entrevoir 
entre les deux ordres de phénomènes une dépendance dont la 
confirmation serait une des conquêtes les plus importantes de 
la physique. 
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Itl. BepréMiiUiiloii du champ électrique. -— L'état d'un 

champ électrique est défini en chaque point par la direction 
et la grandeur de la force. On peut le* représenter soit par 
les surfaces de niveau^ soit par les lignes de force. 

Dans le premier cas, on tracera les surfaces de niveau cor- 
respondant aux valeurs numériques du potentiel i, 2, 3....//, 
telles, par conséquent, que le transport d'une unité d'électri- 
cité d'une surface quelconque à la suivante corresponde à 
une unité de travail. 

En chaque point, la force est normale à la surface de niveau ; 
sa valeur moyenne F^ entre deux surfaces consécutives d'or- 
dres n et n + 1, distantes de a, est donnée par l'équation 

La valeur de la force moyenne est donc en raison inverse de a. 

On peut tracer ces surfaces par un procédé graphique. 

Prenons d'abord le cas d'un centre unique de force, un point 
chargé d'une masse m. Le potentiel à la distance r est 

r 

l'équation 

m 

'=v 
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détermine le rayon de la sphère pour laquelle le potentiel est 
V. Donnons à V les valeurs i, 2, 3... /i, et traçons les sphères 
correspondantes, nous aurons les surfaces de niveau dont les 
potentiels correspondent à la suite naturelle des nombres. 
ISS. — Supposons maintenant plusieurs centres de masses 

m^m^m" agissant simultanément; le potentiel résultant 

en un point étant la somme des potentiels relatifs à chacun 
(l^s centres, il est évident que les points de potentiel Vp s'ob- 
tiendront par les rencontres des sphères de potentiels 



V V V r. 

tels que 

n + n-\-n — />, 

elque le lieu géométrique de tous ces points sera la surface de 
niveau de potentiel Vp. 

Ce procédé est général et permet, au moins en théorie, de 
déterminer les surfaces de niveau d'un système quelconque. 

Quant à leur représentation dans un plan, elle ne pourra 
se faire d'une manière complète que dans le cas d'un système 
de révolution, à l'aide d'une figure tracée sur un plan méri- 
dien. La force sera toujours contenue dans le plan de la 
figure, normale en chaque point à la section méridienne des 
surfaces de niveau et en raison inverse de leur distance. 

Si le système est symétrique par rapport à un plan, on 
pourra encore avoir une représentation complète de l'état du 
champ dans le plan de symétrie. Dans tout autre cas, une sec- 
tion par un plan quelconque du système des surfaces de ni- 
veau donnera encore une série de courbes qui sont naturelle- 
ment des courbes de niveau ; la composante de la force suivant 
le plan de section est normale à ces courbes en chaque point 
et en raison inverse de leur distance; mais la valeur de la 
force réelle ne se trouve pas représentée. 

120. — Les lignes de force peuvent donner pour le champ 
une représentation équivalente. Une pareille ligne, normale 
en chaque point à la surface de niveau, indique déjà la direc- 
tion de la force; pour représenter en même temps l'intensité, 
nous conviendrons de partager le champ en tubes de force 



132 ^ Electricité statique. 

tels que le flux correspondant à chacun d'eux ait une valeur 
constante, égale par exemple à l'unité. 

11 suTfira, étant donnée une surface de niveau, de la partager 
en éléments dS tels que Fr/S = i , et de prendre chacun de ces 
éléments comme base d'un canal orthogonal. 

La division est arbitraire^ et on choisira dans chaque cas 
celle qui conduira aux constructions les plus simples. 

lao. Champ aHiforaie. — Dans le casd'un champ uniforme, 
toutes les surfaces de niveau sont des plans équidistants per- 
pendiculaires à la direction de la Force. La division la plus 
simple consiste à mener deux séries de plans rectangulaires 




Fig. 27 

entre eux et parallèles à la direction de la force. Les surfaces 
de niveau seront découpées en rectangles égaux. 

Toute section par un plan P parallèle à la direction du 
champ donnera deux systèmes de lignes de force équidis- 
tantes, qui seront les intersections du plan de figure avec les 
deux séries de plans normaux aux surfaces de niveau. 

lai. Champ symétrique par rapport à an plan. — Pour tOUS 

les points du plan de symétrie, la force est parallèle au plan ; 
on pourra tracer les lignes de force de telle façon que le pro- 
duit de la force par la distance dl (fig. 27) de deux lignes con- 
sécutives soit constant 

Fdl=Wdl'; 
comme on a 

Fdn=Fdn\ 
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il ea résulte 

dl _ dl' 
dn dn' 

Les rectangles curvilignes dndl^ dndl\ formés par deux 
surfaces de niveau infiniment voisines L et L' et deux lignes 
de forces, sont semblables. 

Les flux de force ne seront déterminés que si on tient compte 
de la dimension du tube perpendiculaire au plan de symétrie. 
Si on suppose que cette dimension soit partout la même, les 
flux ne seront pas égaux, excepté dans le cas où tous les plans 
parallèles au plan de la figure seraient identiques. Ce cas est 
celui d'une distribution cylindrique, tous les corps du système 
étant des cylindres parallèles; il correspond, dans la théorie 
de la chaleur, au problème de la propagation dans un plan. 
Le potentiel ou la température ne dépendent plus que de deux 
coordonnées x et j et Téquation de Poisson se réduit à 

? étant la densité électrique sur le plan. 

Nous allons examiner avec quelques détails ce cas parti- 
culier, moins pour son importance propre que comme transi- 
tion utile à des problèmes plus compliqués. 

183. SysièmmeyitndrUues. — Considérons une ligne indé- 
finie, électrisée uniformément, de densité X, c'est-à-dire dont 
la charge soit égale à \ par unité de longueur. En chaque 
point du diélectrique la force passe par Taxe et lui est nor- 
male. 

Le flux de force qui émane de Tunité de longueur est égal 
à 4rX; à la distance /*, ce flux traverse la surface latérale 27;/' 
du cylindre de niveau correspondant, et la force F est donnée 
parla condition 

2xrF=4'^X, 
ou 

■ (0 F=7- 
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La force est donc en raison inverse de la distance, comme on 
l'a vu déjà (so) pour les condensateurs cylindriques. L'équa- 
tion 

dr r ' 

donne pour les surfaces de niveau 

(2) v=-9/A/./.f.C'% 

c'est-à-dire une série de surfaces cylindriques concentriques. 
Menons deux plans perpendiculaires à l'axe et distants de e; 




Flg. 28 

la masse qu'ils comprennent est m — 'kz. Le flux de force qui 
passera entre ces deux plans sera donc ^r^m, et il est évident 
que, si nous menons par Taxe 4^m plans faisant entre eux 
des angles égaux, chacun des i'::m dièdres ainsi déterminés 
constitue un tube orthogonal où le flux de force est égal à 
l'unité. 

Prenons pour plan de la Ogure un plan normal à l'axe. 
Soit A (fig. 28) la trace de la ligne éleclrisée, et Ax un axe 
quelconque à partir duquel nous numéroterons i, 2, 3..., les 
traces des 4^m plans menés par l'axe. Soit enfin l'angle que 
fait avec kx la droite de numéro N, il est évident que le flux 
de force correspondant à l'angle Oest 



(} - ^Tzm — = 2mO. 



2Z 
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D'autre part, ce flux vaut N unités ; on a donc 

N 

(3) Q = 2me=N, ou 0=:= 

188. Deux lîgwk^ parallèles. — Supposons que le système 
électrique soit composé de deux lignes parallèles A et A', de 
densités X et X', telles que m^eX, m'=:eX'; prenons pour axe 
des X la droite qui joint les deux traces A et A' (fig. 28). 

Par ces deux points menons deux droites An et AV, d'ordres 
respectivement n et n par rapport aux centres A et A', et faisant 
avec Taxe des angles w et w ; joignons leur point d'intersection 
P à Taxe par une courbe quelconque PP'. Il est évident qu'à 
travers la surface cylindrique PP', il passe un flux n ou amw 
venant de A et un flux n venant de A\ et, par conséquent, un 
flux total égal à /i+//=N. 11 en sera de même pour tous les 
points de la courbe AP, déterminée par les points de ren- 
contre, deux à deux, de droites émanées de A et de A', et telles 
<{ue la somme de leurs numéros d'ordre soit égale à N ; le lieu 
de tous ces points est évidemment une ligne de force d'ordre N 
pour le système résultant. 

Au voisinage de l'une des masses agissantes, la force ne dé- 
pend que de cette masse, dont Tinfluence est prédominante. 
La ligne de flux d'ordre N pour le système résultant est donc 
tangente en A à la droite d'ordre N émanée de ce point. 

L équation de la courbe AP est 

(4) /*+/*- N, 

ou, en remplaçant ces quantités par leurs valeurs en fonction 
des angles, 
(3) mtù 4- m V = mO. 

Telle est l'équation des lignes de force émanées du point A ; 
une équation analogue donnera celles qui émanent du point 
A'. Si m et m' sont de même signe, toutes ces lignes sont in- 
finies; Tune quelconque d'entre elles, celle d'ordre N, par 
exemple, est asymptote à une droite OB faisant avec l'axe Ax 
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un angle a, déterminé par la condition que les droites d'ordre // 
et n\ liées par la relation (4), soient parallèles entre elles, 
c'est-à-dire que Ton ait 



am im 2(m-|-m') ii(7n-hm'j rn-i-m' 

Toutes ces asymptotes passent par le centre de gravité O 
des masses m et m\ ce qui est évident et facile à vériûer. 

L'équation d'une ligne de force (5) et celle de son asym- 
ptote (6) donnent, par Télimination du rapport — , 



» — (I) « — a 



C'est l'équation de la ligne de force en fonction des angles 
que font avec Taxe A:r Tasymptote et la tangente à l'origine. 

Quant à Téquation des surfaces de niveau, elle est, en appe- 
lant r et r les distances d'un point P aux deu\ lignes A et A\ 

V = C''- 2[>./.r-f. >//./•'] =z:C'^- 2/.(/V^), 
ou 

184. Plnalears It^nm parallèles. — Il est évident que ce 
mode de construction est général et peut s'appliquer à un 
nombre quelconque de lignes électrisées A, A', A''... définies, 
comme plus haut, par les masses m,m\m\ ...,à la condi- 
tion que ces lignes soient parallèles et situées dans un même 
plan. 

L'équation générale des lignes de force partant du centre A 
de masse m sera, dans ce cas, 

mo) -H m V -H m^w" =: mô, 

les masses m, m',... pouvant être positives ou négatives ; celle 
de l'asymptote correspondante est 

(m-f-m'-i-m' )a=/7i0. 
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Quand toutes les masses sont de même signe, toutes les 
lignes de force sont infinies. Dans le cas contraire, une partie 
des flux de force émis par les masses positives est absorbée par 
les masses négatives. 

D'après le mode de numération adopté, le nombre des lignes 
de force infinies est égal à la dilTérence entre le nombre de 
lignes positives et de lignes négatives. 

Si les lignes électrisées A, A', A^..., toujours parallèles, ne 
soDt plus dans un même plan, la construction des lignes de 
force devient plus compliquée. Dans ce cas, le potentiel en un 
point P situé à des distances /*, /', /*''... des lignes A, A', A"....,. 
a pour valeur 

V=C'*-^2A/.r=C^- 2/.(/V^ r"'^' ), 

ou 

/V^'/'^^' ^C\ 

185. Deux Ilipiim de signes eoniralres. — Considérons en 

particulier le cas de deux lignes électrisées en sens contraires 
déCnies par les masses -h m et —m', situées en deux points 
A et A' (Hg. 29) à la dislance .la, et soit m la plus grande de 
ces masses. L'équation d'une ligne de force devient 

ou 

ma> — ni M -^ rnfj ; 

celle de Tasymptote correspondante est 

a~ -,8. 

m — m 

L'angle a ne pouvant devenir plus grand que t:, il ne pourra 
y avoir de lignes de force infinies que pour les valeurs de plus 
petites que 

m — m' 



^o^r.- 



m 



138 



ÉLECTRICITÉ STATIQUE. 



La ligne de force AP^ correspondantà celle valeur 0„ sépare 
les m — m lignes de force pariant de A et qui sont infinies 
des m qui sont finies et vont s'absorber en A'. Cette ligne do 
force limite a pour équation 



m 



mco — mV^rnOo^f/w — m')::, ou i: — (0'= — ,{% — {ù). 
^ ' m ^ 



Cette équation est satisfaite pour (o=z et o)'=x; la ligne 




Fig. 29 



rencontre donc Taxe à gauche du point A', et le point de 
rencontre 0' est le symétrique du centre de gravité du 
système par rapport à la distance AA'. En efiet, on a, pour 
«n point quelconque P^ de la courbe, 



r sino) sin 



. m . . 
, » sm— 7(ir — (I)) 
(x — o) m ^ ' 



r sino) sin(x — (.)) sin(7: — w) 
Si Tangle x— w tend vers zéro, il vient, 

lim. ( ^|-~-^' 0" mxO'A' = m'xO'A. 
\v I m 
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Le centre de gravité des deux masses étant déterminé par 
la condition m x OX=m' x OA', il en résulte OA— O'A'. 
Dans le cas de m — 2m' (fig. 29), on a 



on en déduit 



--, et 2(1) — 0) =;:, 
2 






. (0 

2sin— 
2 



la ligne de force limite est donc une circonférence ayant pour 
centre le point A' et passant par le point A. 
L'équation des surfaces de niveau est 

V^C"-./.(ii)=C'«+./.(^'). 



ou 



,/V V 



186. Oe«x llcii«s ^ffi^les «t 4e slir««s contraires. — Si Ton 

appose les deux masses égales en valeurs absolues, Téquation 
des lignes de force se réduit à 



<i> — (0 =t 



«t celle des surfaces de niveau à 

/• 

La première représente des segments de circonférence tels 
<iue ATA' (lig. 3o) passant par les deux points A et A' et ca- 
pables de Tangle 0; la seconde des circonférences S,S'... ayant 
leurs centres sur la droite AA', et telles que les deux points 
^ient conjugués par rapport à chacune d'elles. 

Si on considère deux surfaces de niveau S et S', une couche 
"^wi stir chaque unité de longueur du cylindre S et une 
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couche — m sur chaque unité de longueur du cylindre S', rem- 
placeront pour tous les points compris entre les deux surraces. 
Taction des deux lignes indéfinies A et A' (ei) ; la figure cop- 




Fig. 3o 



respondra, dans ce cas, au problème d'un condensateur formé 
de deux cylindres indéfinis excentriques. 

187. — Imaginons que la distance 2a tende vers zéro, mais 
que la densité X varie de façon que le produit aaX reste con- 
stant. Le potentiel à la distance r, dans une direction qui fait 
avec la droite A'A Tangle (u, sera 



wr . f / 2rt C0S(0\ 

V =:2A/. ( IH ; j 



-2 



2«XC0S(.) 



Cette équation représente des circonférences dont les rayons- 
varient comme les inverses des nombres entiers successifs. 
On a de même, pour les lignes de force, 



(1) — (1) 



2asm(i) 
/• 



Les rayons des circonférences qui représentent les lignes de 
force varient donc aussi comme les inverses des nombres en- 
tiers successifs. 

188. Systèmes de réTointion. — Pour déterminer sur une 



CAS PARTICULIERS D^ÉQUILIBRE. 141 

surface de niveau les sections des tubes de force élémentaires, 
nous prendrons d'une part des plans méridiens équidistants, 
et d'autre part, sur la section méridienne, des points placés de 
telle manière que dans la révolution autour de Taxe ils par-* 
tagent la surface en zones successives correspondant à un 
même flux. La surface se trouvera ainsi divisée en rectangles 
curvilignes correspondant à un même flux que Ton prendra 
<^gal à l'unité. 

1S9. — Un champ uniforme peut toujours être considéré 
comme de révolution autour d'une ligne quelconque paral- 
lèle à la direction de la force; nous pouvons donc lui appli- 
<]uer ce mode de représentation. Une surface de niveau, qui 
est un plan perpendiculaire à Taxe, sera coupée par une série 
de circonférences, comprenant entre elles des zones de sur- 
face constante. Les rayons, croissant suivant la loi des an- 
neaux de Newton, seront proporlionnels aux racines carrées 
des nombres consécutifs. Les lignes de force seront ainsi 
représentées dans le plan méridien par des droites paral- 
lèles à Taxe et dont les distances à Taxe sont comme les 
racines carrées des nombres entiers consécutifs. 

Si F est l'intensité de champ et o) l'angle de deux méridiens, 
r^ et r^^t les distances à l'axe de deux lignes de force succes- 
sives, on devra prendre 



F^K+.-'il)='. 



OU 



•=\/r; V«- 



€e mode de représentation a l'inconvénient, comme on le voit, 
de ne pas figurer un champ uniforme par des lignes de force 
équidistantes. 

140. Cm «'«me maMe nnNue. — Une masse unique m donne 
un système de révolution autour d'un axe quelconque passant 
par la masse agissante. Par des plans normaux à un axe Ajc 
v6g. 3i), on divisera la sphère en zones concentriques succes- 
sives de même surface et correspondant à un même flux. 
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Le flux correspondant au cône circulaire dont le demi 
angle au sommet est 6 est proportionnel à la surface de I ; 
calotte de demi- ouverture 6, c'est-à-dire à la hauteur PB oi 
à I— cos6. 

Soit N Tordre de la ligne de force AN, on aura 



N 



I— cos6 



ou 



(7) 



^7:Tn 



C086=I 



2 



N 



•2Tjn 



Pour tracer les lignes de force, il sufGra donc de diviser le 
diamètre BB' (fig. 32) en ir.m parties égales, de mener les 




Fig. 3i 



Fig. 32 



verticales correspondantes et de joindre au point A les points 
d'intersection avec la circonférence. 

141. Deux masses «neicon^nef. — Soient maintenant deux 
masses m et m' situées en A et A' (fig. 28); elles forment un 
système de révolution par rapport à la droite qui les joint. Le 
flux total qui traverse une zone quelconque de révolution dont 
le demi-arc est PP' est la somme des flux qui correspondent 
aux angles o) et tù' pour les deux masses séparément, c'est-à-dire 
à 7J4-/*'=N. 

Par la même raison que plus haut, la nappe qui correspond 
au flux de valeur N et qui passe par le point P est tangente 
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en A au côoe d'angle au sommet 26, qui comprend le même 

flux pour la masse m prise isolément. 
Cette nappe est aussi asymptote à un cône ayant pour som- 

mel le centre de gravité des deux masses. 
I L'équation de la ligne de force AP, c'est-à-dire 7H-n'=N, 
I donne 

2xm(i — C0S(«)) + 2rm'(i — c0S(«)')=:N==2xm(i — cos6), 
ou 

(8) mcos(i)H-m'cos(i)'=m'-f-mco86. 

Pour obtenir Tangle a de l'asymptote avec l'axe, il suffit de 
faire les deux angles o) et tù' égaux dans cette équation; on ob- 
tient ainsi 

(9) (m-+-m')cosa=m'H-mcos6. 

En éliminant le rapport —, entre les équations (8) et (9), on 
a l'équation de la ligne de force en fonctions de 6 et de a : 

I— COS(i)' _ I— cosa 

cosd) — cosO~cosa — cos6* 

Cette méthode est encore générale et peut s'appliquer à 

un nombre quelconque de centres situés sur une même droite. 

L'équation d'une ligne de force partant de la masse m est 

m coswH- m' cosw'h- m" cosw'' — m'-+- m^'n- -+- m cos6, 

et celle de l'asymptote, 

{m-hm'-^m" ) cos a = m' 4- m'' + m' -+- m cosO. 

Lorsque les masses sont toutes de même signe, toutes les 
lignes de force sont infinies. S'il y a des masses de signes con- 
traires, la région qui renferme les lignes de force finies, émises 
par des masses positives et absorbées par des masses négatives, 
est séparée de la région qui renferme les lignes de force infi- 
nies par une surface limite dont la section méridienne est dé- 
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terminée par la valeur de Tangle 6 donnée par Téquation pré- 
cédente dans laquelle on fait a ==:::. 

142. Deux maMes éf^lcHi et de même si^ne. — Si le Système 

est formé de deux masses égales et de même signe situées 
en A et Â' à la distance 2a (fig. 33), les surfaces de niveau sont 
données par Téquation 



,, m m /i i\ 



Les courbes méridiennes sont des espèces de lemmiscates. 



a m 



La surface correspondant à V:=:-^ — a pour courbe méridienne 




deux lobes qui se coupent en 0. Le point est un point 
d'équilibre instable ; la force y est égale à zéro. En ce point, 
le potentiel présente un minimum relativement à Taxe A.V 
et un maximum par rapport au plan de symétrie PP'. 



2m 



Pour toutes les valeurs de V supérieures à — , la surface 



a 



de niveau se compose de deux lobes séparés dont la section 
a la forme d'un ovale et qui entourent chacun des deux cen- 
1res. Ces ovales tendent de plus en plus à se confondre avec des 
cercles à mesure qu'on se rapproche du centre. 



nm 



Pour les valeurs de V inférieures à — , la surface se com- 

a 

pose d'une nappe unique dont l'étranglement tend à dispa- 
raître au fur et à mesure que V diminue et qui Tinalemcnt se 



CAS PARTICULIERS D'ÉQUILIBRE. ii5 

confondrait à une grande distance avec une sphère ayant pour 
centre le point 0. 
L'équation des lignes de force est 

COSw-f-COSw'= 1 H-C0S6, 

et celle de Tasymptote 

2C0Sa=:H-COS6, 



ou 



COSa=COS*-C 

2 



En lin point de l'axe transverse OP^ la force a pour expression 
^ 2m . am r r 

elle est maximum en des points D et D' pour lesquels 



■=±' 



y 



C^est un maximum relatif à Taxe transverse seulement et 
au contraire un minimum pour la direction parallèle à AA'. 

Les lignes de force émanées de m et de m' sont séparées par 
le plan normal à Taxe AA' passant au point 0. 

143. Deux maMes liié|^l«s et de même slfcne. — Si les maSSes, 

toujours de même signe, sont inégales, la forme générale 
des surfaces de niveau est la même que dans le cas précédent, 
sauf la symétrie. Le point d'équilibre correspondant au point 
de croisement de la surface à deux nappes est donné par la 
relation 

m m 




Electr. ei Magn. 1 — 10 
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Les lignes de force ont pour équation 

m cos(i)-i- m' coS(«)'= m' -+- m cos6. 

Elles forment toujours deux systèmes distincts ; la surface qui 
les sépare correspond à 6=::, et a pour équation 

mcoS(i)4-m'coS(i)'=m'— m. j 

Si on pose — '= i +e, Téquation devient 

COS 0> H- ( I-h e) COS (I)' =r e, 

ou, en coordonnées rectangulaires, Torigine étant prise au 
milieu de la distance 2a, 

4-(i-he). 



Cetle équation représente une surface du sixième degré qui 
passe par le point d'équilibre et qui a quelque analogie avec 
une nappe d*hyperboloïde. Sa section méridienne, comme 
toutes les autres lignes de force, a une asymptote, qui passe 
par le centre de gravité des deux masses. Cette asymptote a 
pour équation 

e 

cosa= 

2H-e 

144. Deax mafses égales et de signes contraires* — NouS exa- 
minerons avec plus de détails le cas de deux masses égales et 
de signes contraires, parce qu'il donne lieu à plusieurs appli- 
cations importantes. 

Les surfaces de niveau, dont Téquation est 



--(t-p). 



sont des surfaces fermées ovoïdes, à une seule nappe, tendant 
à se confondre avec des sphères au fur et à mesure qu'elles 
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se rapprochent des centres d'action. Toutes celles qui corres- 
pondent à des valeurs positives de Y entourent le point A, 
celles qui correspondent à des valeurs négatives le point A'. 
Elles sont séparées par un plan de symétrie au potentiel zéro. 
Les lignes de force ont pour équation 



cosw — cosw'=i — cos6= 



N 
2Tzm' 



(.0) 



Ces lignes de force sont toutes finies et partent du point A 
pour aboutir au point A'; elles sont évidemment symétriques 




Fig. 34 

par rapport au plan de potentiel zéro perpendiculaire en à 
l'axe AA' (fig. 34). 

14». — Les angles ^ et ^' que fait la force avec les rayons 
Tecteurs sont déterminés par la condition 



sm^ sm^ 



(•«) 



donnée par les triangles infiniment petits APP' et A'PP' ; on 
a d'ailleurs, parTéquation (10), 



et, par suite, 



sina)^(i>=sin(i)V(i> , 
sin(>)8in3 _ sin(»)'sing / 
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En remplaçant le rapport de rayons vecteurs dans cette 
équation par le rapport des sinus des angles opposés dans le 
triangle APA', on obtient, 

sin*(i> sinp=sinVsinp', (12) 

ou 

sing_ sin3' 

146. — La force a pour expression 

F=„[Sîîê+£2îf']. (.3) 

Sa valeur sur Taie ÀA\ en P^, à la distance d du centre, est 

et sur Taxe transverse, en P^, p désignant la distance APj, 
F2=2ma-3 = 2mrt 5-, (i5) 

Le produit ima de Tune des masses par la distance qui les 
sépare, que Ton appellera moment magnétique dans le pro- 
blème correspondant de magnétisme, peut être appelé ici le 
moment électrique du système. 

149. — Quand la force est normale à Taxe, on a 

p=- — w, sinp=:coS(i), 
3'=-H-(i)', sinp'=3COSo)'; 



2 



réquation (12) devient 



cos w sin^o) = cos(i)' sin^w' 



ou 
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COSW COSW 
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Cesl réquation de la courbe APX (fig. 35) qui passe par 
tous les points du plan où la force est verticale. Elle se 
compose de deux branches symétriques, partant de A et de A' 
tangentiellement à la verticale et asymptotes à une droite OL. 

Pour déterminer la direction de l'asymptote, considérons 
un point très éloigné ; on aura, en appelant S la différence 




Fig. 33 

très petite w— o/ et remarquant que les angles a> et w' devien- 
oent égaux, 

cosw cosii)'__ coso/ — cosd) siuoi.S sino) ri 



r'^^r^ 2/(r — /') 2/"^ r' — r 



sm(i).2^sino) I sin'ci) 



2/**.2aC0S(i) 2/'^C0S(i)' 



ou 



tang^w = 2. 



148. Prlnelpe dM Inafes. — NouS avOUS TU (50) qu'on 

peut toujours remplacer une masse électrique quelconque par 
une masse égale répandue sur une surface de niveau qui l'en- 
toure complètement. Cette couche est en équilibre d'elle- 
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même, et la densité est déterminée parla condition 



a= 



4' 



Pour tous les points intérieurs, le potentiel devient constant et 
égal à celui de la surface ; mais pour tous les points extérieurs 
rien n'est changé à Tétat du champ. 

Considérons, dans le problème précédent, le plan transver- 
sal Oy au potentiel zéro (fig. 34). Pour tous les points situés à 
droile, nous pouvons remplacer la masse —m située en A' par 



p 

Vï< 




* V, 




A' 


i 



Fig. 36 

une masse égale en équilibre sur le plan. La densité sera en 
chaque point P,, la force F, étant dirigée vers la gauche, 

4tc 4^^ ' p** 

On voit qu'elle est en raison inverse du cube de la distance 
du point considéré P, au point A. 

On peut remarquer, d'après cette loi de distribution, que la 
charge d'un élément du plan est en chaque point proportion- 
nel à l'angle sous lequel on le voit du point A. En effet la 
charge d'un élément de surface dS (fig. 36) est 



215 p» p 



Or,-dS est la projection </S, de l'élément dS sur un plan 

P 
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perpendiculaire à p, et -j^ est l'angle rf6 sous lequel du point A 

P 
on Toit l'élément dS. 

On a donc 

ht: 



Si le plan, ou la masse — m, n'existait pas, le flux de force 
émis par la masse m dans l'angle d^ serait md^. Dans le cas 

actuel, le flux reçu par la surface dS est 4^ — d^ = 2md^. 

La distribution de ce flux est la même que si la masse m 
existait seule, mais le flux est doublé en chaque point, toutes 
les lignes de force qui émanent de m rencontrant le plan. 

Le plan, recouvert de la masse — m, étant au potentiel zéro, 
tout l'espace situé à gauche est au potentiel zéro. C'est le cas 
d'un plan conducteur indéfini Oj, en communication avec le 
sol, et soumis à l'influence d'une masse électrique -f- m placée 
au point A. Un pareil plan intercepte complètement l'action 
de la masse m sur les points situés derrière lui; il fait l'office 
d'un écran électrique. 

Ainsi, la masse +m étant placée en A, en présence d'un 
plan conducteur Oj en communication avec le sol, on peut, 
pour les points situés à droite» remplacer ce plan par une 
masse —m située au point A' symétrique de A. 

Pour sir W. Thomson la masse — m en A' est, par rapport 
au plan 0^ relié au sol, Vimage de la masse +m située en A. 
On voit, en effet, l'analogie qui existe entre le phénomène élec- 
trique et le phénomène optique correspondant. Si le point A 
est une source de lumière et le plan Oj un miroir réflecteur, 
l'image de A est virtuelle et située en A'; l'éclairement de 
Tespace situé à droite du plan est le même que si on rempla- 
çait ce plan par une source de lumière située en A', et l'in- 
teDsité de cette source virtuelle sera égale à celle de A si le 
pouvoir réflecteur du plan est égal à l'unité. 

140. Induction dans nn milieu formé de deux diélectriques 

•^parée pnr un plan. — Le principe des images permet de 
déterminer l'état de deux diélectriques indéfinis, séparés par 



IÎ2 
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une surface plane, dans Tun desquels se trouve une masse 
agissante. 

Soit m cette masse placée au point A (fig. 87), |jL| et i^, les 
pouvoirs inducteurs des deux diélectriques séparés par le 
plan Q, la masse agissante étant située dans le premier. 

L'équilibre peut être établi en supposant sur le plan Q une 
couche m' distribuée comme elle le serait sur un plan conduc- 
teur non isolé sous Tinfluence d'une masse m' placée en A 
ou au point symétrique B; en d'autres termes, le plan agira sur 
tous les points situés à sa gauche comme une masse m' placée 
en A et sur tous les points situés à droite, comme la même 




Fig. 37 

masse m' placée en B. Le potentiel au voisinage du point P 
pris dans le plan Q est dans le premier milieu, en P^, 

-, m m' 

^*~PÂ"^FB' 

et dans le second milieu, en P,, 

-. m m' 

^^'"PÂ'^PÂ 



Les composantes normales de la force sont, aux mêmes 
points, 

«, COSO) , /. 

IN,=— j-(m-m), 

^ C0S(i) ^_ 
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Pour satisfaire à Féquation de continuité des diélectriques, 
il faut que le produit de la composante normale par le pou- 
Toir inducteur spécifique soit le même de part et d'autre 
de la surface de séparation, ce qui donne 



ou 



|jL| (m — m') = [L^ [m -f- m'), 






La densité en chaque point du plan est 

, 2m'a I [1.4 — ji^ 2ma i ama i 

IftO. Trois dléleetrt^mes séparés par des plans parallèles . — 

Supposons qu'il y ait trois milieux différents, de pouvoirs in- 

9* 



FIg. 38. 

ducteurs spécifiques égaux respectivement à [Xp [i^ et 1x3, sépa- 
rés par des plans parallèles et Q\ et que la masse agis- 
sante m soit située dans le premier milieu, en A (fig. 38). 
Posons encore 



La condition d'équilibre sur le plan Q est satisfaite par une 



454 ÉLBGTRICITÉ STATIQUE. 

couche my qui agit, de part et d'autre, comme si elle était en 
A ou en B. 

La masse m en A et la couche my du plan Q produisent sur 
le plan Q' une couche m{i'hy)y=m\ qui agira comme si elle 
était concentrée en A ou en B^. 

La couche m\ réagissant sur le plan Q/ y produira une 
couche — m'y, dont Tirnage est en B^ ou A|. 

De même, la couche —m'y en Q donne sur Q' une couche 
—m'yy dont l'image est A^ ou B,..., etc. 

La détermination de ces couches successives n'est pas autre 
chose que l'application de la méthode de Murphy. 

On aura ainsi, de proche en proche : 
sur le plan Q, 

Couches luccesaifes. Images. 

my A OU B 

-m Y A< B^ 

-l-m'Y^' Aj Bj 

-mVY* A, B3 

et, sur le plan Q', 

Couches successifet. Images. 

'^{'"♦~y)y'='^' a OU B| 

-myy' A^ B, 

+ mVY'« A, B. 

• • • 

La somme algébrique de toutes ces couches donnera l'état 
d'équilibre définitif. 
Les charges totales M et M' des plans Q et Q' seront 

M=/nY-m'Y[i— rr'+(-inr?-(TfY?+ ]='nY-'n'ï7:jî^ 

r ('+y)y i y('-ï') 

'L i+rr J ^-^Tf 

M'=m'[,-YY'+(YYr- ■\ = '^'t:^.="^'^^^- 
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La densité en chaque point est égale à la somme algébrique 
des densités de toutes les couches superposées. 

Le potentiel Y, en un point P dans le premier milieu, peut 
être considéré comme produit par la masse m et toutes les 
images situées en B, B^, B^..., etc. 

Aux différents points B^ , B^..., il y a deux images différentes 
provenant des couches des deux plans Q et Q' et Ton a : 

en B, 

enBj 

-m'YY'-+-'wW=— '^'rr'(i-Y)=-'^(ï-Y')ï-rr'> 

eu Bn+t 

ce qui donne 

Le potentiel Y, dans le troisième milieu est produit, de 
même, par les images situées aux points A» A^, A^..., sur les- 
quelles les masses sont: 

m-4-mY-|-m'=m(n-Y)(n-Y')> 

- m Y- m'YY'=- m(i -4-y)(i + yOïï'» 
> 

. =t{m'Y^"'-*-4-mVY") = =t'^(n-ï)(i+ï)(ïïT» ; 
on a donc 

^.="(-r)(-rOfe-^-^- *^ ]• 

Enfin, dans le second milieu , compris entre les plans Q et 
0', le potentiel est dû à la masse m, aux images situées en A^, 
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A)... des couches du plan Q et aux images situées en B, 
Bj... des couches du plan Q'. On trouverait de même 

V,=^.4-,)[pL-Jl-^M^_ ] 

^M^^yh'l^-^y^^- } 

Si le troisième milieu est identique au premier, il suffit de 
poser [L^=[L^y et Ton a y'=— y- 
11 vient alors 

,_.^ i-Y 

v,=m(.+v)|[p^+p^+ ]-^[f5;-^^+ ]|- 

En désignant respectivement par a et 3 les deux séries qui 
renferment les distances PA, PA^..., PB^, PB^..., lesquelles 
sont des fonctions déterminées des coordonnées du point P, 
on a simplement 

Va = m(i-+-v)[a-YW. 
151. Deux masse* égmlem de «If^nes contraires Inflntmeni ¥ol* 

•tnee. — Supposons que les deux masses égales et de signes 
contraires + m et —m du problème (i44) soient infiniment 
voisines ou^ ce qui revient au même, que nous considérions 
rétat du champ à unedistance très grande par rapport à la dis- 
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iaace 2a des deux points A et A'. La valeur du poteatiel eu 
uQ poiat P (6g. 39), 

V=m(- — A = m' — 7-1 

se réduite 

^j r'—r cosci) X 



en appelant o) Tangle de la direction OP a^ec Taxe A'A. 
Soit zj une surface, un cercle par exemple, menée par le 




point perpendiculairement à AA' et appelons 6 Tangle so- 
lide sous lequel on voit cette surface du point P ; on a 

R^=ucos<i), 
et^ par suite, 

tj 

Si on prend cj=2ma, il vient 

V=o. • (16) 

Ainsi la valeur du potentiel en un point est C angle solide 
sous lequel on voit de ce point une surface égale au moment 
électrique ^ma des deux masses et perpendiculaire au milieu 
de la droite qui les joint. 

L'équation des surfaces de niveau, 

^r CT COSù) UJt: / X 



158 
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montre que toutes ces surfaces sont semblables et que pour 
une même direction (o les valeurs de R sont en raison inyerse 
des racines carrées des potentiels. 
152. — Dans l'équation des lignes de force, 



COSCi) — COS(»)=- 



N 



arm 



le premier membre peut être transformé de la manière sui- 




Fig. 4o 



Tante, en appelant S la différence infiniment petite cd— o' : 



CQStù — cos(i)==tf.cos(i)=sin(i>.9=sin(i), 



aasino) 2a 



On a donc 

(18) 



sin^G) 



N 



N 



R 



N 



=-g-sin'ci>. 



R 



2a 27:/n 2^(2ma) 2inj 



Toutes ces courbes ^ont semblables et, pour une même di- 
rection, la distance R est en raison inverse de N. Elles sont 
tangentes à Taxe à Torigine ; le lieu des points où la tangente 
est verticale est évidemment Tasymptote trouvée dans le pro- 
blème précédent {lêAJ et qui a pour équation, 

tang^(i)=2. 



158. — Les équations (i4) et (i5) du n"" i46 donnent pour 
valeurs de la force sur l'axe et sur la transversale, en A et 
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eo B (6g. 4o) 




P — " 


el, par suite. 




F, = aF,. 
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Pour un point P situé à la même distance dans une direc- 
tion quelconque w, on a, d'après Téquation (17), 

X=-g=-.c.(l-3^)=^(3 COSTCO- 1), 

Y=— r- = — Cr r-^=7riOSin(i)COS(i). 

Du point 0, comme centre, menons la circonférence de 
rayon R qui passe au point P et considérons en ce point la 
composante normale F» et la composante tangentielle F, de 
la force; on a 

F„=X cos(i)-4-Y sinci)=-g^acos(â>, 

F,= — Xsinw-hY cosa)=-n3sin(i). 

Si on désigne par i Tinclinaison de la force F sur la tan- 
gente et par X le complément de l'angle o), il vient 

F 

(21) tangi =-r^ =2 cotg(i)=2 tangX. 

On obtient enfin, pour la force elle-même, 

P=X^4.Y^=F44-F;=te3)'(3cos^^+i) 
=(^3)'(3sin»X+i) 
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154. — Prolongeons la tangente jusqu'à l'axe en T et la 
direction de la force jusqu'en S; les triangles OPS et SPT 
donnent 

PS OS 





sino) cosi' 
PS ST 


on en déduit 

et enfin 

OS 


cos(o sini' 

^jgSinu,_g^cos« 
COSI sini 

tangi=ST cotg»=ST tangX 


Gomme tangi= 


:2tangX, on voit que 




ST=20S, 


ou 

(a3) 


0T=30S. 



Ce théorème est dû à Gauss. 

La valeur de la force s'exprime facilement en fonction des 
mêmes lignes. On a, en effet, 

R=OT cos(i)=30S cos(i), 
OQ = R coso), 
et, par suite, 

^ 2 ^Q 

3 C0S^(i) = 7r;T- 

On obtient donc, en substituant, 

155. — Dans l'évaluation de la force en chaque points les 
masses électriques n'interviennent que par leur moment 
2ma=n qui peut rester fini pour des valeurs convenables de m 
quoique la distance 2a soit infiniment petite. Le flux total de 
force qui émane des deux centres infiniment voisins n'est donc 



CAS PARTICULIERS D'ÉQUILIBRE. 161 

pas déterminé, mais il est facile de calculer le flux qui sort 
d'une sphère de rayon donné R. 

La composante normale au point P correspondant à l'angle co 
a pour valeur, d'après les équations (20), 



FCJ 
n=n3^ COSd). 



La surface de la calotte d'ouyerture angulaire ao) étant égale 
à 2xR'(i — cos(i>), celle de la zone élémentaire correspondant à 
Tangle diù est 

É^S=2:cR^sin(i>É^(i). 

Le flux de force qui traverse cette zone est donc 
Éty =-T^sinci) COSd) aw 

et le flux total correspondant à l'angle (o est 

4'îçtT r • 1 2inj 



4'îçtT r • 



sinci) cosci) a(i)=-i7-sin*a) 



TT' 



Cette expression n'est autre que celle de la ligne de force 
d'ordre N qui aboutit au contour de la zone considérée, et on 
aurait pu récrire immédiatement. 

Si on fait 0)=-, on aura le flux total d'un côté du plan 

transrersal OB ; ce flux a pour valeur -^ ; on voit qu'il est en 

raison inverse de R. 

Pour tracer dans un plan méridien les lignes de force qui 
correspondent aux flux représentés par les nombres i, a, 3, 
4.,., il suffira donc de prendre sur l'axe transverse des lon- 
gueurs proportionnelles aux nombres i, "» t» "5 > et de 

tracer, d'après l'équation (18), les lignes de force qui coupent 
Taxe en ces difTérents points. 

Éiectr.et Magn. I — H 
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156. lB4aettoB «mr ma corps laflAlmeat petit. — Le système 

de deux masses égales et contraires infiniment voisines re- 
présente Tétat d'un corps infiniment petit, conducteur ou 
non, primitivement neutre et placé dans un champ électrique 
quelconque. En effet, le corps se couvre alors de deux cou- 
ches de masses égales et de signes contraires, dont chacune 
agit comme si elle était concentrée en son centre de gravité. 
Il en est de même pour un corps quelconque primitivement 
neutre, c'est-à-dire avec une charge totale nulle, quand on 
considère son action à une grande distance. 

157. Sphère peUrieée. — C^uehee 4e ipUMeeteat. — Con- 
sidérons deux sphères S et S' de même rayon (fig. 40' ^^ 




densités uniformes -*-p et — p et dont les centres A et A' sont 
à une distance infiniment petite S. Ce système équivaut en 
réalité à celui de deux couches égales et de signes contraires 
répandues sur les deux moitiés d'une surface sphérique. 

Cette forme particulière d'électrisation présente un grand 
intérêt et correspond en magnétisme à un mode d'aimanta- 
tion très simple. On peut, pour abréger, appeler couches de 
glissement celles qui sont ainsi produites par deux masses ho- 
mogènes de densités égales et de signes contraires dont l'une 
a glissé d'une quantité infiniment petite. 

Le milieu peut être considéré comme polarisé^ et l'axe de 
polarisation électrique est parallèle à la direction suivant 
laquelle s'est effectué le glissement. 



CAS PARTICULIERS D*ftQUILlBRE. 163 

Dans le cas actuel, la densité de la couche en chaque point 
est proportionnelle à l'épaisseur correspondante P'P de la par- 
tie non commune aux deux sphères. Si nous désignons par 9^ 
cette densité sur la ligne des centres, on aura 

Comme l'épaisseur de la couche suivant la ligne des centres 
est constante, la densité en un point P, à l'extrémité du rayon 
qui fait avec cette droite l'angle w, a pour valeur 

J = a^ C0SCi)=:pBC0S(â>. 

Sur un point M pris à l'intérieur, l'action est celle de deux 
sphères homogènes de rayons ÂM et A'M sur un point de leur 
surface respective. Elle est donc, pour la sphère A, égale à 

^xp.AM et dirigée suivant AM; pour la sphère A', elle est 

égaleà ^^p.MA' et dirigée suivant MA'. Par suite, la résul- 
tante est proportionnelle à A A' et a pour valeur 

elle est constante. Désignons cette force par F< et comptons-la 
positivement de gauche à droite, nous aurons 



F, = -îx(;. 



4 
■3- 



A l'intérieur de la sphère, les surfaces de niveau sont des 
plans perpendiculaires à l'axe AA' et équidistants ; le poten- 
tiel en un point varie proportionnellement à l'abscisse x du 
point et, comme il est nul au centre, on a 

Pour l'extérieur, la couche considérée peut être remplacée 
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par les deUx sphères homogènes ou par deux masses de signes 
contraires égales à ^xR^p concentrées en A et en A', et dont 
le moment est 



en appelant u le volume de la sphère. On aura donc pour la 
distance r, dans une direction qui fait l'angle (o avec l'axe, 

• r COSO) X 



La surface de la zone élémentaire dta étant 
rfS=2xR^sin(i) rf(i), 
la masse correspondante est 

(yrfS=2TCRV sino) cosd) rf(i)=rf.xRV sin^w. 

O 

La masse totale M de chacune des couches est donc 



M 



= CadS^ C^d.r.R\ sin^a)=iuR\. 



On aurait pu écrire immédiatement ce résultat en remar- 
quant qu'en chaque point de la couche l'épaisseur suivant 
l'axe étant égale à S, le volume total est égal au produit 
de cette épaisseur constante par la projection de l'hémisphère 
sur un plan perpendiculaire à AA'. 

Le flux de force qui émane de la couche positive est 

Q = 47:M = (47rRVo = Sxcr,, 

S étant la surface entière de la sphère. 

158. — Il est utile de résumer ici tous les résultats qui 
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précèdent et d'exprimer chacune des quantités en fonction 
de la densité maximum a^ ou de la force intérieure F,; on 
a ainsi, en désignant par a le rayon de la sphère et u son 
Tolume, 

Vi=— ^=— Fij:=— FtrcosG), 



X.=-^(3 cos^w— i)=F<-j(i — 3 cos^w), 
Y,=-j 3 sincâ) cosa)=— F<-5-3 sino) cosw, 

F„=--j 2 COSa) = — 2F<-5 COSO), 

F,=-p-sina)=-F,j3sin(i), 

M =:xaV=- — = — 7F<a^, 
^ 4 û 4 

0=Sxa,=-s|F,=-3:ca>F,. 



ira. Sphère coB4«eirlce «aas ma champ ualfermc. — 

Supposons maintenant qu'une sphère ainsi éleclrisée soit 
placée dans un champ uniforme, d'intensité f, parallèle à Taxe 
des X et soit Y^ la yaleur du potentiel dans le plan qui passe 
par le centre. Si l'on a 

F<4-(p=o, 

la force résultante est nulle dans toute la sphère ; le potentiel 
^t donc constant et, si la sphère est conductrice, l'équilibre 
existe. 

Pour obtenir l'état électrique d'une sphère conductrice 
^R8 un champ uniforme d'intensité 9, il suffit donc de rem- 
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placer F< par — f dans toutes les formules précédentes, ce (jux 

donne 

3 

V<=<prcoS(i), 

^=?73(3cos='(iD-i), 
i,=©-j J sinci) cos(â>, 
t<n=a(p— coso), 
*'#=?;^sina), 

160. — Si Ton désigne par R le rayon du cercle tracé sur 
une surface de niveau par lequel passerait le même flux dans 
le champ primitif, c'est-à-dire du cercle qui comprend toutes 
les lignes de force dirigées vers la sphère conductrice, on a 

5:R*9= 4xM= 3xa*9, 
R^=3a^ 

Ce cercle a donc une surface triple du grand cercle de la sphère. 

Toutes ces lignes de forces aboutissent normalement à la 
surface de la sphère et en émanent normalement, sauf toute- 
fois celles qui tombent sur Téquateur; celles-ci font avec la 
normale un angle de iS"". 

En effet, pour un point quelconque, situé à une distance r 

dans la direction o), TangleO de la force résultante avec le rayon 

vecteur r est donné par la relation 

a' 

. ^ ©sino)— F, . /•* 

tango ='^ Ef-= tango) r- 

® (pcosa)-f-F« ^ ^ 
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Cet angle ^ est toujours nul quand on fait r=ra, c'est-à-dire 
quand le point est sur la sphère. Toutefois, pour les points de 

i'équateur, Tangle a> est égal à - et Texpression prend une 

forme indéterminée. 

Supposons que Fangle (i> diffère très peu de -, Tangle pour 

un point P (fig. 4^) voisin de la surface est 



tange = yp= 



CQ ^(^-<^)_^tang(^^a>) 



r—a 



r — a 



r-^a iang(o 




FIg. 43 

Multipliant cette équation par la précédente qui est tou- 
jours Traie, et remarquant que la différence r— a est très 
petite, il vient 

,^ a /•' — a' a 3a^(r— a) 3a' 
tang^6= -5 5= -r-^ r^='-3 3='- 



Les lignes de force qui touchent la sphère sur Téquateur 
font donc avec la surface un angle de 45*. 

Lia surface de niveau au potentiel primitif V^ du centre de 
la sphère est un plan qui aboutit à Téquateur et se prolonge 
ensuite par la surface même de la sphère. L'équateur est une 
ligne singulière de cette surface de niveau. 
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191. Sphère coB4«ctrle0 bob i»»lée 4»bs ma champ mmi- 

forme. — U est facile de passer du cas que nous venoas de 
traiter à celui d'une sphère située dans un champ uniforme et 
communiquant avec le sol. Il faut, en effet, que le potentiel 
intérieur qui avait une valeur constante V^ devienne nul, et il 
suffit pour cela de superposer à Tétat précédent une couche 
uniforme capable de donner à Tintérieur un potentiel égal et 
de signe contraire à V^. Soit — M' la masse de cette couche 
et —a' sa densité, on aura 

d'où 

La densité résultante en un point quelconque sera 

3 V^ 

C = a COSO) — ff'=:-7-ç COSO) r-^i 

4xa=3ç cos(i) . 

Pour que la densité soit nulle en A, au pôle de la sphère , il 
faut qu'on ait 

Si on appelle V< et V, les potentiels primitifs en A' et A, 
la force du champ a pour valeur 

* — ÏT^' 

et le potentiel au centre 

v=L±Vî. 



La condition précédente revient à 

!(v,-v.)=^^s 
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OU 

Pour que la densité soit nulle en A, il faut donc que les 
valeurs primitives du potentiel aux deux pôles de la sphère 
soient dans le rapport de i à 2. 

Cette densité est négative et, par suite, la surface de la sphère 
est entièrement négative tant que l'on a Vj < 2 V^. 

Dans le cas contraire, la plus grande partie de la surface 
est encore négative, mais il existe autour du point A une zone 
plus ou moins étendue d'électricité positive. 

168. Sphère diélectrique dans un champ «nlforme. — La 

polarisation uniforme, ou Télectrisation par des couches de 
glissement, représente également, d'après la théorie de Pois- 
son, l'état d'une sphère diélectrique dans un champ uni- 
forme. Seulement, si nous appelons 9 l'intensité du champ, 
Fj la force intérieure constante due à la couche fictive, la 
force résultante en chaque point de l'intérieur, au lieu d'être 
nulle, aura une valeur constante égale à 9+F{. 

Nous pouvons vérifier qu'en effet la condition relative à 
l'équilibre des diélectriques est alors satisfaite, c'est-à-dire 
qu'il y a un rapport constant dans toute l'étendue de la surface 
entre les composantes normales de la force à l'intérieur et à 
Textérieur. 

Ce rapport |ji, étant donné par la nature du diélectrique, 
permettra de déterminer la force F, et, par suite, la distribu- 
tion de la couche fictive. 

Pour un point P pris sur la surface dans une direction q, la 
composante normale extérieure estç cos(i)4-F„=(ç — 2F,)coS(i), 
et la composante normale intérieure (ç4-F<)cos<i). Le rapport 
de ces deux forcés 

_ (y — aFf) cosu) _ 9-"2F< 
^"~" (94-Ff) COSo) ~" 94-F< 

est donc constant, et on en déduit 
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On voit que le problème est complètement déterminé et que 
Tétat de la sphère est identique à celui d'une sphère conduc- 
trice de même rayon située dans un champ uniforme dont 

rintensité serait ç^^ On en conclut (i«9) 

_ 3 [L— I 

168. -- Le flux de force qui sort de la sphère est égal au 
flux qui la traverse xa*(ç-i-F,) augmenté, du flux — 3^a*F, qui 
correspond à chacune des couches superficielles. 

On a donc 

^\ 1X4-2/ ^|Jl-h2 

Le cercle de flux équivalent sur les surfaces de niveau primi- 
tives aurait un rayon donné par la relation 

[A .3 



Ra:=3a>-Jl-z=a> 



,X-^2 ^_^2 



il est toujours plus grand que celui de la sphère tant que ^ 
est > I . La force intérieure est 



^ ^\ IA-+-2/ 24-|A^' 



3 
elle est égale à -9 si |ji=2, ce qui a lieu d'une manière ap- 
proximative pour la plupart des diélectriques, et devient égale 
à — î lorsque jx est très grand. 
Au voisinage du pôle A, à l'extérieur, la force est 

^«aF,=(p4rr; 

|X-+-2 
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elle est égale à - 9 pour (a = 2 et devient 89 quand \k est très 

grand. Cette force est alors triple de sa valeur primitive; c'est 
ce qui a lieu avec les conducteurs. 

Dans le cas actuel, les lignes de force extérieures ne sont 
plus normales à la surface. On vérifierait aisément que les 
composantes tangentielles sont égales et que le rapport des 
angles 6 et ù» (fig. 4^) de la normale avec les lignes de force à 
Textérieur et à Tintérieur satisfait à la loi de réfraction 

tange==ÎÏÎH!î. 




Fig. 43 



Pour réquateur, où o)=-, cette équation donne aussi e=-. 

Lies lignes de force qui touchent la sphère sur Téquateur sont 
donc tangentes à la surface. 

1641. Coaehes sphérlqiiefl coBceatrl^nefl dans «■ ehamp «vl* 

Uwmm. — Il est facile de généraliser le problème qui précède 
et de l'appliquer à une série de couches sphériques concentri- 
ques. Soit, en effet, un système de sphères concentriques 
So Sj, S3,... (fig. 44) de rayons a^, a^, «3,... et de pouvoirs 
inducteurs (a^, [i,, {a,,... placées dans un champ uniforme d'in- 
tensité 9. 

Considérons la sphère intérieure S4. Si le milieu de pou- 
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voir inducteur \k^ qui l'entoure était indéfini et constituait uD 
champ uniforme d'intensité ç^, cette sphère se recouvrirail 
d'une couche de glissement M^, donnant à Tintérieur une 
force constante F^ et un champ uniforme ^^=<f^-{-F^ ; et, poui 
un point P^ pris à la surface dans la direction u), on aurait h 
relation 

|X^Ç| COS(i) = |X^(çj— 2F|) C0S(i>, 

ou 

(25) l^<?l=|JLî(?a~2F^). 

Mais le champ uniforme d*intensité 9^ situé à Textérieur de 
la sphère S, est celui qui résulterait pour Tintérieur de la 




Fig. /,4 

sphère Sj d'un champ uniforme extérieur d'intensité 03 et de 
la force intérieure Fj due à la couche fictive M, distribuée sur 
la surface suivant la même loi, ce qui donnerait 



Pour un point P, de cette surface, il 7 aura à considérer non 
seulement l'action 9, du champ extérieur et celle de la cou- 
che Ma, mais aussi l'action de la couche M| de la sphère inté- 
rieure S|. 

La loi de conservation du flux d'induction donnera entre 
ces quantités une relation analogue à l'équation (25) et que 
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nous pouvons écrire immédiatement de la manière suivante, 
en supprimant le facteur commun cosu> : 

OU 

(26) |^^^=zj^(ç3^2F,)4-2(|A,-li,)F,(j^) . 



Le même raisonnement s'applique à la surface S3 ; on de- 
vra alors tenir compte, pour un point P, de sa surface, de Tin- 
teDsité (p^ du champ extérieur et des actions des trois couches 
intérieures M,, M^ et M^. 

On aura ainsi 

(--.(S)'r">''(^*]-[--'---(S)'--'(^'] 



ou 

(27 



Laloi des termes est évidente. En joignant ces équations aux 
identités 

(28) ?2 = ?3-+-F2» 

93 = ?4-t-F3» 



on pourra déterminer les valeurs de F,, Fj, F3... Le problème 
csl donc complètement résolu. 

iw. — Supposons qu'il n'y ait que deux couches, limitées 
par les surfaces S^ et S^, dans un champ extérieur uniforme 
d intensité 9 où le diélectrique est de l'air. Il suffit de poser 

?3 = ?» 
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Les équations (a8) donnent alors 

^,=^4- F, -h F,. 
Substituant dans (aS) et (26), et posant P=(— ) , il vient 

^(9 + F,+F,)=^,(9+F,-aF,), 
^"9^ ^(^+F,)=(ç-aF,) + 2(,^-,)pF„ 

équations qui détermineront les forces F^ et F, en fonction des 
données du problème. 

lee. — Supposons, en outre, que le noyau intérieur soit 
aussi de Tair, ce qui reviendra à déterminer l'état d'une cou- 
che sphérique ; il faudra faire aussi 1x^ = 1. Représentons par {a 
le pouvoir inducteur spéciflque du milieu antérieurement dé- 
signé par (j^, les équations (29) deviendront 



F,(i-t.2|.)=(,x-i){ç-hF,), 



On en déduit 



F,[i-t-2|x-2(,x^i)p]=-3F„ 



et, par suite, 
F, _ -F. 



3(l*-l) (lX-l)[H-2|X-2(l*-l)p] (l-H2l*)(|A+2)-2(l*-l)»3" 

La force intérieure à la surface S, est 



F,=?,=?+F,4-F,=9 



9V- 



F,= 



(H-2,*)(|X+2)-2(l*-l)»3' 

J 



91* 
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La force est constante à Tintérieur de Sp mais elle n'est pas 
constante entre S, et S^, ni en dehors de S,. La valeur de la 
force à Tintérieur de S| en une fraction de l'intensité du 
champ qui serait égale à l'unité pour jji=: i , à zéro pour [l=oo . 
ÂTec les diélectriques ordinaires où le coefficient [jl s'écarte 
peu de 2, cette fraction est toujours très voisine de l'unité'; si 
la couche est conductrice, le coefficient jx peut être considéré 
comme infini et F< devient nul. 

Nous verrons plus tard l'intérêt que cette question présente 
au point de vue du magnétisme. 

1B7. — Hypothèse de PoImob sur la comstltiiUoB des diélec- 
trique*. — L'hypothèse de Poisson, reprise par Faraday pour 
l'électricité, consiste, comme nous l'avons déjà dit (iio), à 
supposer le corps diélectrique formé de petites sphères conduc- 
trices disséminées dans un milieu isolant. 

Les résultats qui précèdent nous permettent d'exposer ici la 
méthode employée par Poisson pour calculer, au moins d'une 
manière approchée, les conséquences de son hypothèse. 

Considérons une sphère de rayon a^ et de pouvoir inducteur 
spécifique {Xp située dans un champ d'intensité 9^ ^t de pou- 
voir inducteur jj^ ; la force intérieure de la couche électrique 
est, d'après les équations (25) et (28), 

et le potentiel extérieur de cette couche sur un point situé à 
une distance r est égal à 

a* 

Ve = — F^-jCOSCi). 

Supposons qu'une sphère de rayon a renferme un grand 
nombre de petites sphères de rayon a^ et admettons avec Pois- 
son que l'électrisation de chacune d'elles n'est pas influencée 
par l'électrisation des sphères voisines et ne dépend que de 
Tintensité du champ. Si n est le nombre des petites sphères 
contenues dans la grande, le potentiel à une distance très 
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grande par rapport à a aura pour valeur 

V\î 1? '^^î P'-j~"lJ''4 ,008(0 

ou, en posant A=-^, c'est-à-dire en appelant h le rapport de 

l'espace occupé par les petites sphères au volume de la sphère 
totale. 

Si la sphère était homogène et de. pouvoir inducteur [jl, le 
potentiel V à la même distance serait 

L'effet des deux systèmes est identique si Ton a 
ce qui donne 

cette valeur de jx représente le pouvoir inducteur apparent de 
la sphère constituée comme nous Tavons supposé. 

Si on admet que les petites sphères sont conductrices, il faut 
faire ix^ = oo ; il reste alors 

1-+-2A 

Si, enfin, le milieu extérieur est l'air, |x^= i et il vient 

i-t-aA , jji— I 
ui= y-, ou /i = ï- . 

^ I— /l ' IJl-l-2 
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Pour les diélectriques ordinaires dont le pouvoir inducteur 
péciQque est voisin de 2, on aurait 

2-1-2 4 

Ce résultat peut donner une idée du degré d'exactitude que 
comporte le raisonnement de Poisson. 

Dans une sphère conductrice, la force intérieure due aux 
couches induites est égale à Faction du champ extérieur. 
L'action extérieure d'une sphère polarisée est très petite par 
rapport à l'action intérieure, puisque le rapport des forces 

1158) est au plus égal à ^f- J et tend vers zéro quand les 

sphères sont infiniment petites. Mais, si le volume occupé par 
les sphères conductrices est le quart du volume total, l'action 
que chacune d'elles exerce sur les voisines n'est plus négli- 
geable par rapport à la force intérieure et le champ se trouve 
ainsi modifié. Le rapport maximum de la somme des volumes 

de sphères qui se touchent à l'espace total est égal à -^ ou 

3^/2 

sensiblement — =. Si ce rapport est réduit à 1, la distance des 

V2 4 

centres de deux sphères voisines est environ égale au diamètre 

multiplié par v/-^. L'action exercée parla couche électrique 
V \ji 

de l'une des sphères au centre de la plus voisine pourrait donc 

atteindre une fraction de la force intérieure égale à 




II 



Il est vrai que si l'action réciproque des sphères tend à aug- 
menter l'électrisation parallèlement à la force du champ, elle 
tend à la diminuer dans une direction normale, de sorte qu'on 
peut rester très près de la vérité en admettant, avec Poisson, 
que cette influence réciproque est négligeable. 

Èlectr, et Magn, I — 12 
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Soient -(-m el — m' deuï masses de signes contraires, située 
en A et A' ■ fig. i!j] à la distance de twi, m étant plus gran 
que m' en Taleur absolue : posons 






L^équation d'une surface de niveau est 
^ =--- = "' [7-7J=T[^-7)=-[7-k') 




L'une de ces surfaces correspond au potentiel zéro et a pour 
équation 



ou 



m m 



/•' ni 



C'est une sphère comprenant le point A'; les deux points A 
et A' sont conjugués par rapport à cette sphère. 

Pour déterminer le rayon R et le centre de la sphère, on 
se servira des relations 



/C": 



BA_BA_ R OA 
BA ~BA'~OA'~ R • 
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On en déduit aisément, en remarquant que OA — OA' = aa, 



0A = 2a 
0A' = 2a 



I 



(3o) 




• Les potentiels sont négatifs à Tintérieur de cette sphère et 
positifs à l'extérieur. 

Toutes les surfaces de niveau sont des surfaces fermées à une 
nappe ou à deux nappes isolées, sauf une seule qui a deux nap- 
pes conliguës Si et S,- et qui passe par le point I (fig. 46) où la 
force est nulle. La position de ce point est donnée par Téquation 

m m 



ou 



Q'=s=*^ 
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on a donc 



et, par suite, 






«— I 



La valeur du potentiel en I, et sur toute la surface à deux 
nappes, est 

2a\ k / ia^ ' 

Il y a évidemment sur Taxe deux autres points C et C pour 
lesquels le potentiel a la même valeur et qui appartiennent à 
cette surface. En effet, le potentiel croît de zéro à l'infini de B 
en A, et décroît de Tinfini à zéro^ depuis le point A jusqu'à 
rinfini. Les distances x et x des points C et C au point A sont 
données par les équations 



ia X T.a — x j 2a-{-j 

Toutes les surfaces dont le potentiel est plus grand que \\ 
entourent seulement le point A ; toutes celles dont le potentiel 
est positif et plus petit que V,. se composent de deux nappes 
isolées et fermées toutes deux : l'une extérieure au grand lobe 
de la surface S,, entoure les deux points A et A' ; l'autre inté- 
rieure au petit lobe S- entoure seulement le point A'. 

169. — L'équation générale des lignes de force 

m C0S(i) + m' cosa)'=m'-|-7n cos9 
devient ici 

m C0S(i)~-m' cosa)'=— m'-hm cos6, 
ou 
(3i) coso)' — A^ cos(i)=i— A^ cos9. 
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L'asymptote, qui correspond à a) = a)', est déterminée par 
réquation 

(i— Ar*) cosa=i— A? cose; 

elle passe par le centre de gravité des deux masses. Ce 
point est donné par la relation 

OA_m'_i 

Pour que l'asymptote soit réelle, il faut que Ton ait 
cosa> — I, ou 

I —lâ cosô 



La condition 

I — A*cos9 



-hi>o. 



i-A^ 



1=0 



doone la valeur de 6 qui correspond à la ligne de force limite. 
L'équation de cette ligne de force est donc 

cosu)' — A^ coscD^A^— I ; 

elle limite évidemment le flux 4^ (m— m') émanant du point A 
et correspond à la valeur de donnée par Téquation 

N ^im-m) ( i\ 
I— COSÔ= = — •~'^\ I— 7ÏÏ > 



ou 



cos9=~-i. 



Cette ligne de force S passe en outre au point d'équilibre I, 
comme on le vérifiera facilement. 

Pour déterminer la direction de la tangente, reprenons Té- 
quation (ii) déjà employée (n** 145) 

, , rdiù rdiù 

(»0 



sin^ sin^' 
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L'équation (3i) donne 

sin(â)'rfa)'=:A^ sin(i)^(i>^ 

ou, en remplaçant les sinus par les côtés opposés qui leur sont 
proportionnels dans le triangle APA'(fig. 34), 

on en déduit 

i»o. — Quand la tangente est horizontale, on a 

ou 

sinp=:sin(i), * 
sing'=sina)'. 

L'équation (ii) devient alors 



sino) sino) 



ou, en remplaçant les sinus par les côtés opposés, 



r r 



équation qu'on peut écrire 



r 



Le lieu des points où la tangente est horizontale est donc 
une sphère S' comprenant le point A'. Le centre et le rayon de 
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celle sphère se calculeront par les formules (3o) dans lesquel- 
les on remplacera k par kK 
171. — Lorsque la tangente est verticale, on a 

2 

3 — (i) —-y 

2 

on 

I sing^coso). 

I sin3'=:cosa)'. 

Dans ce cas Féquation (32) devient 



COSO) COS(i) 

elle représente une courbe formée de deux branches, Tune par- 
i tant du point A, l'autre du point A' (fig. 46). 

La branche T partant de A est d'abord verticale en ce point. 
Pour une grande distance, les angles w et w' tendent vers Téga- 
lilé et Ton a 

coso) cosw' coso) — cosw' sîuw.B.r sasin^ci) 

doù 

sin^w_/(i — A-^)' 
coso) ia 

Le second membre croît jusqu'à l'infini avec r. Donc l'angle ca 

tend* vers -et la courbe a une asymptote verticale qui passe 

évidemment par le point 0. 

La seconde branche est une courbe fermée T' : elle passe 
par le point A' et par le point L 

192. ElecCrlMiUoii d*iiBe spbère sons rinfluence d'un point. 

— D'après les théorèmes établis précédemment (ei), nous sa- 
vons qu'on peut remplacer la masse —m' par un couche égale 
en équilibre sur l'une quelconque des surfaces de niveau qui 
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entourent le point A', y compris la nappe Si de la surface i 
deux nappes. De même, on pourra remplacer la masse m pai 
une couche égale sur Tune des surfaces de niveau qui entou- 
rent A, y compris la surface S,. Enfin, toujours pour les points 
extérieurs, on pourra remplacer les deux masses m et — m' 
par une masse m— m! sur une des surfaces qui entourent les 
deux points, y compris encore la nappe Sj. 

Si en particulier, nous considérons la sphère S de potentiel 
zéro, qui entoure le point A', nous pouvons remplacer — m 
par une masse égale en équilibre sur la sphère. Rien ne sera 
changé pour les points extérieurs ; mais pour les points inté- 
rieurs le potentiel sera constant et égal à la valeur qu'il a 




Flg. 47 

sur cette surface, c'est-à-dire nul. Pour les points intérieurs 
à la surface S, on peut encore remplacer la masse m par une 
masse -h m en équilibre sur cette surface et alors le potentiel 
sera nul partout à l'extérieur. 

Le premier cas correspond à Télectrisation d'une sphère 
non isolée soumise à rinfluence d'une masse extérieure ; le 
second donne l'influence d'une masse électrique sur une sur- 
face sphérique non isolée qui l'entoure. 

La densité 5 de la couche en chaque point doit satisfaire à 
la relation 

Au point P, sur la surface (fîg. 47)? la force est dirigée sui- 
vant PO ; c'est la résultante des forces/et/', l'une émanant de 
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A et l'autre dirigée vers A'. Le triangle formé par les trois 
forces F, /et y est semblable au triangle APA'; on a donc 






et, par suite, 



„ / m ,,m ia m 

lien résulte 

2aA* m ia m 

Ainsi, sur la surface S, la force et la densité en un point 
sont en raison inverse du cube de sa distance, soit au point 
A, soit au point A'. 

Cette densité est positive si Ton remplace la masse m par 
une couche répandue sur la surface sphérique S ; ce cas est 
celui de l'influence d'une masse — m placée dans l'intérieur 
d'une surface sphérique non isolée. 

La densité est négative si l'on substitue au contraire l'ac- 
tion de cette couche à celle de la masse — m', ce qui correspond 
au problème d'une sphère S non isolée soumise à l'influence 
delà masse m en A. 

Dans ces deux cas, la sphère est donnée ainsi que la posi- 
tion et la grandeur de Tune des masses. 

Si l'on connaît la masse m, le rayon de la sphère R et la 
distance AO=rf, on en déduit immédiatement 

R a 

^t, par suite, 

178. — Si, après avoir isolé la sphère, on superpose à la 
couche — m une couche quelconque M uniforme, il y a encore 
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équilibre, et le potentiel de la sphère, qui était nul, devient 

Si Ton fait M = m\ la charge totale de la sphère est nulle 
et son potentiel est 

Y -^ 

C'est le cas d'une sphère isolée, primitivement neutre, élec- 
trisée sous Tinfluence d'un point extérieur. Comme la masse 
est nulle, le potentiel au centre ne dépend que de la masse 
extérieure. On doit donc avoir 



..mm 



La densité de cette couche nouvelle étant 



m 



la densité résultante est 

m d'-R^ m m fi cP-R^ 



(7 4-5 = 



47:R^/ 4 



::R '/•^~4-RU /•" J* 



La densité sera nulle pour tous les points du petit cercle 
perpendiculaire à l'axe défini par l'équation 

r5=^{rf2-R2). 

Le plan de ce petit cercle coupe l'axe OA à gauche du point 
A' puisque l'on a r< yJd'—W^, C'est la ligne neutre qui sépare 
la zone positive de la zone négative. C'est une ligne d'équi- 
libre, la force et la densité y sont nulles. Elle est l'intersec- 
tion, par la sphère, de la surface de niveau de potentiel 
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V^=:-7; on sait d'ailleurs (as) que les deux surfaces se coupent 

à angle droit. 

La densité serait nulle sur le petit cercle de contact du cône 
langent à la sphère et ayant son sommet au point A, cercle 
dont le plan passe par le point A', si Ton avait 



M rf^-R^ 



m m 



et, par suite, 

M R 



174. Iflia|r«s Pi^' rapport à une sphère. — Pour toUS les points 

extérieurs, l'action de la sphère S non isolée et électrisée sous 
rinfluence de la masse m peut être remplacée par celle d'une 

masse — m ^=-"r^ placée en A'. De même, la surface S' i)on 

isolée et soumise à l'influence de —m équivaut, pour tous les 
points intérieurs, à la masse m = km placée en A. 

Cette propriété est analogue à celle que nous avons déjà 
constatée pour le plan (i^s). La masse —m' en A' est Fimage 
de la masse extérieure m par rapport à la surface de la sphère, 
et rimage de la masse — m! par rapport à cette même surface 
est une masse plus grande m = km située en A. 

195. Image d'an système «ueleonqiie. — Le principe des 

images par rapport à une sphère peut être étendu à un sys- 
tème quelconque, par exemple à une couche électrisée. En 
effet, chaque élément du système développe par induction sur 
la sphère une couche dont Faction sur les points extérieurs est 
identique à celle de l'image correspondante. Chacune de ces 
couches étant en équilibre, leur superposition sera un état 
d'équilibre, et l'action résultante sera égale à Faction résul- 
tante de toutes les images. L'ensemble de ces images formera 
un système qui sera Fimage par rapport à la.sphère du sys- 
tème donné. Si le système donné est une surface 2, Fimage 
sera une surface S' conjuguée à la première. 



iBS 
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196. Aciion réciproque de deaz sphères. — Le principe des 

images combiné à la méthode de Murphy (se) permet de 
résoudre d'une manière complète le problème très important 
de Faction réciproque de deux sphères. Soient S« et S«les deux 
sphères (fig. 48), R et R' leurs rayons. La méthode consiste, 
comme on sait, à déterminer une série de couches successiTcs 
de la manière suivante. On met sur le conducteur S^ une cou- 
che capable de donner un potentiel i ; c'est ici une couche 
uniforme de masse R. Cette couche agit à l'extérieur comme 
si elle était concentrée en A. On la fixe et on détermine la 
couche induite sur la surface S^ de la seconde sphère non 
isolée, ce qui revient à déterminer l'image A' par rapport à 




Fig. /,8 



Sft d'une masse 4- R en A. On fixe ensuite ^la couche équiva- 
lente à A' et on détermine son influence sur la sphère S^ 
non isolée, c'est-à-dire la nouvelle image A, de A', et ainsi de 
suite. On répétera la même opération en commençant par la 
sphère St et on multipliera par des coefficients convenables 
toutes les masses ainsi déterminées. Chacune des masses et des 
densités pouvant être calculée exactement, le problème de dis- 
tribution est résolu d'une manière complète. 

Quant à la force qui s'exerce entre les deux sphères, c'est 
la résultante des actions exercées par chacune des masses 
comprises dans l'une des sphères sur toutes les masses renfer- 
mées dans la seconde. 

Le calcul ne présente pas de difficultés théoriques, mais il 
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est en réalité très pénible. Sir W. Thomson Ta effectué dans 
le cas de deux sphères de même rayon lorsque la distance 
des centres Tarie de 2R et 4R} c'est-à-dire quand la distance 
des surfaces est comprise entre o et le diamètre d'une des 
sphères. 

Dans le cas actuel, en appelant R le rayon commun des 
sphères A et B, U et V les potentiels, cR la distance des cen- 
tres, M et N les charges respectives, on a, en désignant par I, 
J, a et b des coefficients qui dépendent de c, 

M=R(1U~JV), 
N=R(IV-JU), 

expressions analogues à celles que donne la méthode de Mur- 
phy (st) pour des corps quelconques. 

Si Ton yeut exprimer la force et le potentiel en fonction 
des masses, on obtient 

Ï^V^prrpN + p-pM, 

R»F=23MN-a(M»+N»), 
a(I»+J')-2MJ 



Si les charges M et N sont égales, il vient 

M=RV(I-J), 

F=2(i-a)V», 

Rv ?L. 

"^ i-j 

RaF=2(?-a)M^ 
1»». — Gomme ces formules n'ont été calculées que jus- 
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qu'à c = ^/\l est utile de voir comment on peut les remplacer 
pour des distances plus grandes. 

Supposons que Faction des deux sphères soit la même que 
si les masses étaient respectivement concentrées aux centres, 
et que le potentiel de chacune d'elles soit égal à celui que Ton 
obtiendrait pour le centre en remplaçant la sphère voisine par 
une masse égale située au centre. On aura ainsi 

c=»R^' 
et, pour des charges égales, 



RV=M(.+i)=M^, 






Si Ton fait c=4, les formules de sir W. Thomson donnent 

l-J = o,8o258, 
2(p — a) = o,o5846, 
2[b — a)=^OjOiy66, 

Les valeurs correspondantes dans la formule approchée sont 

•==0,80, 



I 
c 

^ ^ i 



'^^-^=0,06^5, 



fc-hi)^~25' 



/ 
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Ainsi, lorsque la distance des surfaces est égale au diamètre 
de Tune des sphères et les charges égales, les formules appro- 
chées donnent les potentiels en fonction des masses, la valeur 
de la force en fonction des masses, et la force en fonction des 
potentiels avec un degré d'approximation qui est, pour ces 

différentes quantités respectivement, tj — , -rr et — . Comme 

les erreurs relatives atteignent déjà — lorsque c=3,8, on voit 

qu'elles diminueraient très rapidement pour des distances plus 
grandes. 

On peut donc considérer en particulier, comme parfaite- 
ment rigoureuse, la méthode employée par Coulomb pour dé- 
terminer l'action de deux masses électrisées, et la balance de 
Coulomb pourra donner des résultats très exacts dans la me- 
sure des potentiels, avec les formules approchées, si Ton a 
soin seulement que la distance des surfaces des sphères dépasse 
sensiblement le diamètre de l'une d'elles. On devra toutefois, 
pour l'évaluation des potentiels au moyen de la balance, pren- 
dre des précautions particulières afin d'éliminer ou de calcu- 
ler l'influence des parois de la cage. 

198. MoaTements des petits corps dans mi ehamp électrique. 

— Nous avons vu (i62) qu'une sphère de rayon a, placée dans 
un champ uniforme où la force est 9, s'électrise de telle ma- 
nière que l'action intérieure de la couche formée est 

Ce coefficient h est égal à -7 pour les diélectriques ordinaires 

dont le pouvoir inducteur spécifique est 2, et il devient égal à 
Tunité pour les conducteurs. 
On en déduit (159) 

3A 

3h ^ 

4tc 
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180. — Dans un champ électrique variable, la force ne peui 
itre un maximum en aucun point situé en dehors des masseï 
agissantes. 

Ce théorème est une conséquence directe de la démonstra- 
tion qui précède. 

Nousavons vu en effet, diaprés le théorème d'Earnshaw (e»), 
qu'un corps électrisé ne peut être en équilibre stable dans un 
champ yariable. Gomme une sphère infiniment petite ne 
peut être en équilibre stable qu'aux points où la yaleur de 9' 
est un maximum absolu, c'est-à-dire où la valeur de f est 
maximum en valeur absolue, il en résulte que cette circon- 
stance ne peut se présenter pour aucun point situé en dehors 
des masses agissantes. 

181. — Le même raisonnement s'applique au mouvement 
d'un corps très petit de forme quelconque^ si l'on néglige les 
effets de rotation, c'est-à-dire si l'on admet que le corps con- 
serve toujours la même direction par rapport aux lignes de 
force. Ce corps, en effet, s'électrise proportionnellement à la 
force du champ au point où il est placé et la variation d'énergie 
est proportionnelle à la variation du carré de la force. 

Indépendamment de ce mouvement de transport, un corps 
non sphérique tournera sur lui-même en chaque point de 
manière que, pour un équilibre stable autour de son centre 
de gravité, l'énergie électrique soit minimum et l'électrisation 
maximum. 

Tel est, d'après sir W. Thomson, le sens véritable des attrac- 
tions produites sur les corps légers de petites dimensions dans 
un champ électrique, au moins tant qu'ils n'ont pas été élec- 
trisés directement par contact. Ces corps, conducteurs ou non. 
se déplacent vers les points où la force est maximum en valeur 
absolue et, s'ils sont abandonnés à eux-mêmes, ils finiront par 
aboutir aux surfaces électrisées. S'ils étaient mobiles dans un 
milieu où une résistance étrangère maintiendrait la vitesse 
très petite, ils marcheraient vers les corps électrisés en suivant, 
non pas une ligne de force, mais une ligne de variation maxi- 
mum de la force ; dans certains cas, où le corps est soumis à 
des liaisons, ce mouvement peut même se faire perpendicu- 
lairement à la force. 
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Le corps est en équilibre aux points pour lesquels on a 
d9^=o ou çrfç=o. 

Cette condition peut être réalisée de deux manières 
f^o ou d^=zo. 

Il y a donc équilibre quand la force est nulle, maximum ou 
minimum, ou stationnaire. Il y a équilibre en particulier dans 
un champ uniforme, ce qui était évident à priori. L'équilibre 
est alors indifférent; il est stable aux maxima de force, instable 
aux minima et aux points où la force est nulle. 

18S. Olreetlon 4'aiie al|^lle diélectrique dans un champ 

TmrUbie. — Imaginons que sur une sphère chargée, comme 
nous TaTons toujours supposé, par des couches de glissement, 
on fasse agir une force F constante de grandeur et de direc- 
tion faisant avec Taxe d'électrisation Fangle 6; le moment du 
couple produit par cette force sera 

Fm.8 cos$=Fcj cose. 

Le moment électrique m est donc le moment du couple que 
subirait cette sphère dans un champ égal à Tunité dont la force 
serait perpendiculaire à Taxe d'électrisation. 

Si Ton adopte Tidée de Poisson et de Faraday sur la consti- 
tution des diélectriques et qu'on les considère comme formés 
de sphères conductrices disséminées dans un milieu isolant ; 
si on admet, en outre, que Télectrisation de chacune d'elles 
n'est pas modifiée par les voisines, le moment électrique d'un 
corps de forme quelconque dans un champ uniforme est, en 
appelant U le volume du diélectrique, n le nombre des sphères 
qu'il renferme et u le volume de chacune d'elles. 



''=""i^=Tr"^'="f^=^^^- 
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L'expression de ce moment est donc la même que pour une 
sphère homogène. 

Avec cette hypothèse, un corps de forme quelconque dans 
un champ uniforme serait aussi en équilibre par rapport à 
son centre de gravité, quelle que fût sa direction. En eflTet, 
tous les éléments de volume s'électrisent parallèlement à la 
force du champ et le couple de rotation, étant nul sur chacun 
d'eux, est nul sur Tensemble. 

Dans un champ variable, au contraire, un corps très petit 
fixé par son centre de gravité tend à prendre une certaine di- 
rection. Chaque élément de volume du n'étant soumis qu'à la 
force du champ tend à se porter vers les points où la force aug- 
mente et les composantes de la force qu'il subit sont 

y_¥Ldu:>£ 

183. — Considérons une courte aiguille infiniment mince 
et soit 9o ^^ force du champ au centre de gravité de Tai- 
guille. Prenons la direction de la force pour axe des x; sup- 
posons que l'aiguille puisse tourner autour de l'axe des z^ et 
qu'elle fasse l'angle 6 avec 9^. 

Pour l'élément de volume du à une distance a du centre 
et dont les coordonnées sont x et > , la composante 9 de la 
force parallèle au plan aura une expression de la forme 

Les composantes X et Y de la force seront 

2 

'1 
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La composante tangentielle au cercle que décrit rélément de 
volume du est 

T=Xsin6 — Ycosô= (AsinO— Bcos6). 



La position d'équilibre correspond à la condition 
AsinO— Bcosô=o, ou tangô=j, 



c'est-à-dire à la direction suivant laquelle la yariation de la 
force est maximum. 

Lorsque cet élément est dévié d'un angle rfô de sa position 
déquilîbre, la composante tangentielle est 

rfT=î^(Acosô-+-Bsine)rfô, 

l'angle ô étant déterminé par la condition d'équilibre, d'où 

l'on déduit 

Acosô-i-B sinô=VA^-hB^ 
On a donc 



Kdii 



rfT=^î— VA^H-B^rfô. 



2 



Pour l'aiguille entière, le moment de la résultante par rap- 
port à l'axe sera 



fadT=^ faduy/\^-^B^d^. 



En appelant p la densité de la substance considérée, la du- 
rée t des oscillations infiniment petites est donnée par Fé- 
quation 

p la^du 



<*=T 



^fadu v/A^- 



■B^ 
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Si l'aiguille est rectiligne et de longueur a/, on a 



Ca'du 
fadu 



ce qiii donne finalement 

Ainsi, dans un champ Tariable, une aiguille diélectrique 
pouvant tourner librement autour de son centre de gravité se 
dirige, non suivant la ligne de force, mais suivant la ligne de 
plus grande variation de la force ; le carré de la durée des 
oscillations n'est pas simplement en raison inverse de la force 
du champ, puisqu'il dépend des coefficients de variation, 
et il est proportionnel, toutes choses égales, à la longueur de 
Taiguille. 

184. — Le phénomène est particulièrement utile à consi- 
dérer lorsque le champ est symétrique par rapport au point 
où se trouve Faiguille. Supposons, par exemple, que Taiguille 
soit placée au milieu de la distance AA' (fig. 34) de deui 
masses égales et de signes contraires, et qu'elle puisse osciller 
autour d'une droite perpendiculaire à AA'. Dans le plan d'os- 
cillation, la force au point est un minimum pour la direc- 
tion A'A ou Ox et un maximum pour une direction perpendi- 
culaire Oj. Pour un point voisin de 0, on peut donc écrire 

y=çî+Ax>-Br>. 

Les composantes de la force qui s'exerce sur l'élément du sont 

X = KduAx = KduAa cosO, 
Y=-Krf«Bj =-KrfuBa sinO, 
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et la composante tangentielle 

T=aKrfu(A4-B) sînO cosO. 
La condition d'équilibre est donc 

sin6cos0=:o, 

ce qui donne deux directions, 6=0 et 6= - , la première corres- 
pondant à un équilibre stable, et la seconde à un équilibre 
instable. 

Pour une déviation très petite d^ à partir de la position d'é- 
quilibre stable, la composante tangentielle est 

crT=aKdu{A-hB)d^. 

Si cet élément de yolume est seul, la durée des oscillations est 
donnée par la formule 

,j ^^_^pdu__ a_p_ ' 



t^=zT^ ,,rr: ^. =Ti 



aRrfa(A ^- B)a ~ "^ K ÂTB ' 

on voit qu'elle est indépendante de a et ne dépend que de la 
densité de la matière considérée, de sa susceptibilité élec- 
trique et de la loi de la yariation du champ. 

Si on assemble sur une droite une série de particules sem- 
blables et qu'on suppose qu'elles n'exercent aucune influence 
les unes sur les autres, chacune d'elles se comportera comme 
si elle était seule, et l'oscillation de l'aiguille entière se fera 
dans le même temps que chacune de ses parties ; la durée de 
l'oscillation d'une aiguille pour l'état du champ considéré est 
donc indépendante de sa longueur. 

I8S. Action d*iiB ehamp mur vue algpniUe eonducirlce. — Un 

corps conducteur se comporte d'une manière toute différente. 
Considérons, par exemple, une aiguille infiniment petite, afin 
que l'électrisation puisse être supposée identique à celle qui 
le produirait dans un champ uniforme. 
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L'aiguille est en équilibre dans une direction normale à la 
ligne de force, mais il est évident qu'alors Télectrisatioa est 
minimum et que l'équilibre est instable. 

Lorsque l'aiguille est oblique à la force du champ, les deux 
couches électriques positive et négative sont symétriques par 
rapport au centre, et l'action du champ produit évidemment 
un couple qui tend à amener l'aiguille dans la direction de la 
force. 

La loi de distribution est indépendante de la force du 
champ et chacune des couches est proportionnelle à cette 
force. Par suite, le moment du couple qui agit sur l'aiguille, 
pour une déviation déterminée de la position d'équilibre, est 
proportionnel au carré de la force ç. Enfin la durée des os- 
cillations est en raison inverse de la force et l'on peut écrire 

,=*: 

9 

la constante A dépendant du rapport des dimensions longitu- 
dinale et transversale de l'aiguille. 
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ise. oécouTertedeToita. — Nous avons déjà signalé (9) la 
propriété importante découverte par Volta que deux conduc- 
teurs et, plus généralement, deux corps quelconques rais en 
contact prennent, de part et d'autre de la surface de contact, 
des états électriques différents. 

S'il s'agit de deux conducteurs de natures différentes en con- 
tact et en équilibre électrique, le potentiel est constant sur 
chacun d'eux, mais il éprouve un changement brusque de 
part et d'autre de la surface de séparation. 

Nous n'avons pas à rappeler ici toutes les expériences qui 
ont permis d'établir cette loi capitale pour la science; nous 
indiquerons seulement la suivante qui servira à bien préciser 
les conditions du phénomène. 

Si deux plateaux, l'un de zinc et l'autre de cuivre, tenus par 
des manches isolants, primitivement à l'état neutre et à la 
même température, sont mis en contact par des surfaces paral- 
lèles, puis séparés l'un de l'autre, on reconnaît que chacun 
d'eux est électrisé, le zinc positivement, le cuivre négative- 
ment. La chaîne électrique de chacun des plateaux est propor- 
tionnelle, toutes choses égales d'ailleurs, à l'étendue des sur- 
faces en contact. 

Tout se passe comme si les plateaux formaient les armatures 
d'un condensateur entre lesquelles existerait une différence 
de potentiel déterminée, les couches électriques correspon- 
dantes étant situées respectivement dans les deux métaux, de 
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part et d*autre de la surface de séparation et à une distance 
très petite, de sorte que la capacité du système est simplement 
proportionnelle à retendue des surfaces en regard. 

187. Force éleetromotHce de eemtaet. — Si Ton désigne par 

V^ et Vj les potentiels du zinc et du cuivre, par îV leur dif- 
férence V4 — Vj ou la force électromotrice de contact et par C 
la capacité du condensateur formé au moment du contact, 
la charge des plateaux sera 

m=C(V,-.V,)=CîV. 

L'ensemble des plateaux peut d'ailleurs recevoir une chaîne 
électrique commune M qui porte le zinc, par exemple, à un 
potentiel quelconque V. Dans ce cas, la même différence de 
potentiel SV se maintient à la surface de contact ; lorsque les 
plateaux sont séparés, la charge de chacun d*eux se compose 
de la charge =b m due à la diO'érence de potentiel de contact et 
d'une partie de la charge commune M, qui s'est partagée entre 
eux suivant les lois régulières de la distribution. 

L'expérience présente de grandes difficultés quand on veut 
déduire la différence des potentiels de la grandeur des charges, 
parce que la distance réelle des plateaux dépend du degré du 
poli des surfaces ; le contact n'a lieu le plus souvent que par 
un petit nombre de points et la capacité du système peut 
varier entre d'assez grandes limites. 

On obtient des résultats plus réguliers en maintenant les 
plateaux parallèlement entre eux à une certaine distance e et 
en les réunissant par un fil extérieur de cuivre ou de zinc. 
La différence de potentiel SV produite au point de contact se 
maintient sur toute retendue des deux plateaux ; la distance 
des couches correspondantes est égale sensiblement à l'épais- 
seur du diélectrique qui les sépare, et la capacité du système 
est en raison inverse de cette épaisseur. Si, après avoir sup- 
primé le contact extérieur, on éloigne les plateaux l'un de 
l'autre, la charge de chacun d'eux est, en appelant S l'étendue 
des surfaces en regard, 

4xe 



SOURCES D'ÉLECTRICITÉ. 203 

Cette expérience permettra donc de déterminer la yaleur 
absolue de SY. Dans tous les cas, si Ton maintient constante 
la distance e des plateaux et qu^on opère avec des métaux 
différents on pourra mesurer les rapports des forces électro- 
mofrices de contact. 

En réalité, ces expériences sont très délicates parce que les 
plus légères modifications dans Tétat des surfaces altèrent les 
résultats. La nature même du gaz qui constitue le diélectri- 
que parait avoir une petite influence, soit parce que la couche 
de gaz adhérente au métal en change les propriétés physiques, 
soit quMl y ait en même temps formation d'un composé chi- 
mique particulier. 

188. I^U 4e Voit». — Iiol 4a eomiaet. ~ Quoi qu*il en Soit, 

les idées de Volta ont été confirmées par tous les progrès ac- 
complis en électricité et Ton peut énoncer la loi suivante, 
comme loi du contact : 

Entre deux corps en contact j à la même température^ ils^éta- 
blii une différence de potentiel finie ^ qui dépend de leur nature^ 
et qui est absolument indépendante de leurs dimensions^ de leur 
forme, de détendue des surfaces de contact et de la valeur abso- 
lue du potentiel sifr chacun d'eux. 

Volta caractérisait cette propriété en disant qu'il existe 
entre les deux corps une tension de contact^ mais la manière 
dont il concevait le phénomène est parfaitement concordante 
avec ridée d'une différence de potentiel. 

Nous représenterons cette différence de potentiel caracté- 
ristique ou force éleclromotrice de contact de deux métaux 
A et B par le symbole A|B, la première lettre désignant le 
métal dont le potentiel est le plus élevé. On aura donc 

8V-V.~V,=A|B. 

Nous pouvons ajouter de suite que cette différence est fonc- 
tion de la température, et que le contact de deux corps de 
nature identique, mais à des températures différentes, donne 
également naissance à une force électromotrice. 

Dans toutes les questions relatives à l'équilibre électrique 
des conducteurs, nous avons négligé, comme on le voit, les 
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forces électromotrices relatives au contact des différents con- 
ducieurs. Tous les calculs supposent donc que les conducteurs 
sont identiques et à la même température et les résultats doi- 
vent être modifiés en tenant compte de cette nouvelle cir- 
constance, à moins qu'il ne s'agisse de potentiels très élevés, 
auquel cas les effets de contact sont négligeables. 

189. liOldea emmUteim mmceemmlf: •— Après aVOir CODStaté le 

fait fondamental de la force électromotrice de contact, Volta 
a comparé entre eux les résultats fournis par des métaux dif- 
férents et établi par expérience une seconde loi, dite ioi des 
contacts successifs y qu'on peut énoncer ainsi : 

Lorsque plusieurs métaux à la même température sont sou- 
dés les uns aux autres de manière à former une chaîne continue, 
la différence des potentiels des métaux extrêmes est la même que 
si ces deux métaux étaient directement en coiitact. 

Soient A, B, C L, M les mélaux constituant la chaîne; 

cette loi, avec les symboles adoptés plus haut, est représentée 
par la formule suivante 

A|B-hBIC -f-L|M=A|M. 

On a d'ailleurs identiquement 

A|M=-M|A. 

En faisant passer tous les termes dans le premier membre, 
l'équation devient donc 

A|B+B|C-4- -hL|M-f-M|A=o, 

ce qui revient à dire que les deux extrémités de toute chaîne 
terminée par des métaux identiques sont au même potentieL 

Cette proposition importante est une conséquence néces- 
saire du principe de la conservation de l'énergie. Si les mé- 
taux extrêmes A et A', de nature identique, pouvaient être 
maintenus à des potentiels différents par Teffet des contacts 
intermédiaires, on pourrait, en les joignant par un conducteur 
de même nature, obtenir dans le conducteur extérieur et dans 
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la chaîne des métaux iotermédiaires une décharge continue, 
c'est-à-dire un flux permanent d'électricité. Ce transport d'é- 
lectricité, analogue à une succession de décharges, aurait pour 
conséquence nécessaire la production de phénomènes calori- 
fiques, c'est-à-dire d'énergie, ce qui serait la réalisation du 
fflouvement perpétuel. 

Si Ton suppose même que le dégagement de chaleur en 
certains points du circuit corresponde à une absorption en 
d'autres points, il y aurait transport de chaleur des points les 
pins froids aux points les plus chauds, sans travail correspon- 
dant. Ce résultat est incompatible avec le principe de Carnot, 
qui parait aussi bien établi dans ta science que l'impossibilité 
dumouTement perpétuel, 

lOO. Exceptl«BS à Im loi des comtaets succeBalfs. — Piles 

éiectri4«es. — Yolta a Constaté que la loi des tensions est quel- 
quefois en défaut. Remarquons, en effet, qu'elle ne parait né- 
cessaire que s'il n'existe aucune source d'énergie dans le cir- 
cuit; mais si celui-ci renferme des sources d'énergie d'une 
nature quelconque, par exemple des corps pouvant donner 
lieu à des réactions exothermiques corrélatives du passage de 
Téleetricité, l'énergie fournie par ces réactions pourra subve- 
nir à l'entretien d'un courant permanent. 

Sans avoir sur ce point des idées aussi précises (il ne déses- 
pérait pas de rencontrer des métaux ne satisfaisant pas à la loi), 
Volta avait été conduit à partager les corps en deux grandes 
classes. La première renferme ceux qui obéissent à la loi 
des tensions : elle comprend tous les métaux et un certain nom- 
bre de solides. La seconde renfernje tous ceux qui n'obéissent 
pas à cette même loi : à cette classe appartiennent la plupart 
des liquides et des dissolutions. En associant des corps de la 
première classe à des corps de la seconde, on peut constituer 
une chaîne dont les deux extrémités, quoique formées par un 
même métal, présentent une différence flnie de potentiel. 

L'expérience montre que, dans ce cas encore, la loi fonda- 
mentale de Volta est vérifiée, c'est-à-dire que la force élec- 
tromotrice correspondant à chacun des contacts est, pour une 
même température, une quantité constante, indépendante des 
autres corps qui constituent la chaîne; et la différence de 
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potentiel qui existe entre les deux extrémités de cette chaîne 
est la somme algébrique de toutes les forces électromotrices 
relatives à chacun des contacts. 

Quand on joint par un conducteur ces deux extrémités, OQ 
n'introduit pas de nouvelles forces électromotrices de con- 
tact; un flux permanent d'électricité s'établit dans le circuit, 
où il est entretenu par Ténergie des actions chimiques. Tel est 
le principe des piles électriques. 

191 . CoBsé^uencM relatlYM à la dUtamce des atèmes. — Lors- 
que deux métaux sont en contact, Texistence d'une force 
clectromotrice implique la formation de deux couches élec- 
triques de signes contraires séparées par une distance finie, et 
ces couches doivent être localisées respectivement dans les 
deux métaux. On pourrait déterminer Tintervalle des cou- 
ches, si Ton connaît la force électromotrice, en mesurant 
la charge absolue qui reste sur deux plateaux quand on les 
sépare après les avoir mis en contact, car on a, en désignant 
simpIementparV la force électromotrice, 

S V 

e=r 

4^ ni 

Sous cette forme Texpérience est à peu près impossible à 
réaliser^ car les charges que conservent les plateaux dépen- 
dent seulement de la capacité du système au moment où la 
séparation devient déBnitive, et cette capacité n'est, en géné- 
ral, qu'une fraction très petite de la capacité primitive, parce 
que le contact ne peut pas être rompu simultanément dans 
toute rétendue de la surface. 

Toutefois sir W. Thomson a pu, par une suite de raisonne- 
ments ingénieux, indiquer quelle devait être la limite infé- 
rieure de la distance de deux couches électriques. 

L'énergie électrique du système des deux lames en con- 
tacta pour expression 

W=imV=iCV^=|^, 
et cette énergie représente le travail nécessaire pour séparer 



SOURCES D*ÉLECTRICITft. 207 

les deux plateaux. On peut encore vérifier cette conséquence 
d'une autre manière. En appelant 9 la densité électrique de 
chacune des couches^ on a 

e 
|et la force qui agit sur Tune des surfaces est 

V* 

I OTzer 

Pour écarter les plateaux à une grande distance, il faudra 
dépenser le travail 

SV» rde SV^ 

8xe' 



--/-=-^^r$=- 



L'énergie électrique fournie au système au moment du con- 
tact est empruntée à l'énergie potentielle primitive des deux 
plateaux, et on ne peut admettre que cette dernière soit supé- 
rieure à celle qui serait rendue disponible par Talliage des 
deux métaux. 

Supposons que, pour le zinc et le cuivre, le rapport des 
poids des plateaux soit celui qui constitue le laiton. Soit /> 
le poids total, e la somme de deux épaisseurs et S la densité 
moyenne du système, on aura 

»=SeB ou S=:-Ç- 
L*énergie électrique peut donc s'écrire 

8x3 ee 

Cette équation demeure vraie tant que les métaux conser- 
Tant leurs propriétés physiques, et il faut évidemment pour 
cela que l'épaisseur totale des deux plateaux soit supérieure à 
la distance normale e des couches électriques. 
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Supposons maintenant que, sans changer le poids total p. 
on augmente simultanément la surface des deux lames aus 
dépens de leur épaisseur, l'énergie W croît proportionnelle- 
ment à la surface ou en raison inverse de l'épaisseur, au moiu< 
tant que l'épaisseur e est supérieure à e. Le maximum d'éner- 
gie correspond au cas où e=e, et l'on a alors 



W 

ou 






'=V^a-^ 



w 

L'énergie W doit rester inférieure à celle qui correspond à 

l'alliage. Celle-ci étant connue à tt près de sa valeur environ, 

on pourra donc déterminer par l'équation précédente une 
limite inférieure de la distance e des couches électriques. 
Pour une épaisseur plus faible, les métaux auraient perdu 
leurs propriétés, puisqu'ils ne seraient plus capables de prendre 
au contact la différence de potentiel qui les caractérise; on 
peut donc considérer que la constitution moléculaire de ces 
corps serait alors modifiée et que l'épaisseur ainsi calculée 
est de même ordre que la distance moyenne des atomes. 
Sir W. Thomson a trouvé ainsi, pour le cuivre et le laiton, 



^=^1 7» 



ce qui correspond à — r environ de la longueur d'onde de 

la lumière verte. 

Si l'on pouvait séparer les deux lames sans que les couches 
électriques en regard se recombinent partiellement, chacune 
d'elles se trouverait portée à un potentiel extrêmement élevé. 
Ce potentiel dépend des dimensions des lames, parce que la 
capacité du système est proportionnelle à la surface de contact, 
tandis que la capacité de chacune des lames séparées est pro- 
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portionnelle à ses dimensions linéaires. En admettant que 

la distance des couches électriques fût de — ^ de millimètre 

M. Helmholtz a montré que pour un disque de zinc de 
10 centimètres de rayon en contact avec un disque de cuivre 
maintenu en communication avec le sol, le potentiel du zinc 
transporté à une grande distance serait 89 . io<* fois plus grand 
que le potentiel primitif dû au contact. Avec les nombres de 
sir W. Thomson, le potentiel final serait encore 3o fois plus 
grand. 

!•«. Comtaet des diMectriqaes. — La première loi de Volta 
paraît également s'appliquer au contact soit des métaux avec 
les diélectriques, soit des diélectriques entre eux. Seulement 
dans ces deux cas la détermination des forces électromotrices 
de contact présente de très grandes difficultés. 

11 suffit d'un point de contact entre deux corps conducteurs 
pour assurer l'équilibre des potentiels; les charges dépendent 
alors uniquement de la capacité du système formé par les 
deux corps au moment où leur séparation devient définitive. 
Avec les corps mauvais conducteurs, l'équilibre n'a lieu que 
pour les points en contact, et ceux-là seulement se chargent 
d^électricité. La charge totale sera donc extrêmement variable 
avec le nombre des points touchés. Ajoutons que le fait de la 
pénétration de l'électricité dans les diélectriques vient com- 
pliquer encore les expériences. 

1»3. ÉleetrisatloB par frottement. — DaUS l'éleclrisation des 

corps par frottement, l'électricité ne semble pas avoir d'autre 
origine que le contact des deux corps; le frottement n'aurait 
pour but que de multiplier les points de contact. 

Lorsque les corps frottés sont identiques, on ne parvient pas 
en général à les électriser; il se manifeste parfois des traces 
d'électricité très faibles, mais alors on peut toujours attri- 
buer le développement de l'électricité à une dissymélrie plus 
ou moins visible entre les deux corps frottés. 

194. Machines électrique*. — On est douc conduit à con- 
clure qu'il n'existe que deux modes de production de l'élec- 
tricité, le contact et Viîiduction, Toutes les machines électri- 
ques mettent en jeu l'un ou l'autre de ces deux modes et ont 

Èhctr. et Mngn. I j . 
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seulement pour objet d*accumuler les charges produites d'une 
manière ou de Tautre sur un conducteur. 

La théorie générale de ces machines est très simple. Con- 
sidérons un conducteur creux, isolé, le cylindre de Faraday, 
par exemple. Prenons, d'autre part, un gâteau d'électrophore. 
en résine ou en ébonite, chargé d'électricité négative. Un 
disque métallique tenu par un manche isolant, placé sur le 
gâteau et mis un instant en communication avec le sol, se 
chargera d'électricité positive, et, si on le transporte dans le 
cylindre et qu'on lui fasse toucher la surface intérieure, uoe 
charge égale à la sienne se produira sur la surface extérieure 
du cylindre ; le disque lui-même sortira à l'état neutre et 
l'expérience pourra être répétée indéfiniment. 11 est évident 
que rien en théorie ne limite la charge du cylindre, puisque, 
quelle que soit la charge qu'il a déjà acquise, un conducteur, 
placé à rintérieur et mis en communication avec lui ne peut 
garder d'électricité. Tel est, réduit à sa plus simple expression, 
le mécanisme des machines fondées sur Tinduction. 

Supposons maintenant, au lieu du gâteau de l'électrophore, 
un disque de cuivre en communication avec le sol, et met- 
tons en contact avec lui un disque de zinc tenu par un man- 
che isolant; en vertu de la loi de Volta, le disque de zinc se 
chargera d'électricité positive; cette charge pourra, comme 
dans le cas précédent, être transmise au cylindre, et l'expé- 
rience recommencée indéfiniment. 

il en sera encore de même, si, au lieu d'un disque de cuivre, 
on prend un morceau de drap ou de caoutchouc, et un dis- 
que de verre au lieu d'un disque de zinc. Il faut, toutefois, 
tenir compte de la nature isolante des corps employés; le 
contact ne se produira entre le drap et les différents points 
de la surface de verre que par le frottement. Quand le verre 
chargé d'électricité positive sera porté à l'intérieur du cylin- 
dre, il déterminera sur la surface intérieure la formation 
d'une couche égale et de signe contraire à la sienne ; seule- 
ment il ne suffira pas de lui faire toucher un point de la 
surface intérieure, pour que les deux charges se neutralisent. 
Mais on arrivera au même résultat si la surface intérieure 
du cylindre est armée de pointes : l'équilibre ne sera établi 
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que quand la densité sera nulle à rextrémité de ces pointes, 
c'est-à-dire, lorsque réiectricité qui s'en échappe aura neu- 
tralisé la charge du disque de verre. C'est la disposition em-* 
ployée dans toutes les machines à frottement. 

t9ft« OnrsBM cMMBiieU des maciiines. — On Yoit que, dans 
tous les cas, la machine se réduit à trois organes essentiels, 
Tun qui développe Télectricité, un autre qui la transporte, un 
troisième qui la recueille : tm producteur^ un iransmettcur, un 
collecteur. L'énergie potentielle communiquée au collecteur 
est fournie par le travail mécanique effectué, lorsqu'on trans- 
porte le transmetteur en sens contraire des forces électriques, 
depuis le producteur chargé d'électricité contraire qui l'at- 
tire, jusqu'au collecteur chargé d'électricité de même signe 
qui le repousse. 

Dans les machines à frottement, le collecteur reçoit à 
chaque opération la même quantité d'électricité, et sa charge 
croit en progression arithmétique. 

Dans le cas des machines à induction, on peut faire en 
sorte que la charge croisse en progression géométrique : il 
suffit d'accoupler deux machines de manière que les deux in- 
ducteurs développent des électricités de signes contraires et 
que chacun d'eux soit en communication métallique avec le 
collecteur de l'autre système. A chaque opération, la charge 
du producteur croit en même temps que celle du collecteur 
auquel il est relié, et développe par influence une charge plus 
grande dans le transmetteur à l'opération suivante. C'est la 
disposition qui est utilisée dans la machine de Varley et dans 
quelques-unes des machines si ingénieuses, telles que l'ap- 
pareil à écoulement et le replenisher^ imaginées par sir 
W. Thomson. La machine de Holtz repose sur le même prin- 
cipe, avec une disposition un peu plus compliquée. 

lue. liimito de la ehar^. — Si la théorie n'assigne aucune 
limite à la charge du collecteur^ cette limite est atteinte dans 
la pratique, soit à cause de la déperdition par l'air ou par 
les supports, soit par le fait des décharges qui se produisent 
sous forme d'étincelles entre le collecteur et les autres 
parties de la machine ou les conducteurs voisins. 

Dans le dernier cas, la limite ne dépend que de la forme de 
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la machine et de sa position par rapport aux conducteui 
voisins; dans le premier, elle dépend des conditions atmo 
sphériques etde la rapidité avec laquelle se succèdent les ope 
rations. 

Pour les machines ù addition, la limite est atteinte quand 
à chaque instant, le gain est égal aux pertes, et cette limit 
aura toujours une valeur finie. 

Dans les machines à multiplication, certaines condition 
doivent être remplies pour que la charge du coUecteu 
puisse conserver une valeur finie. Soient C et C les capacité 
des deux collecteurs, V et Y leurs potentiels en valeurs ab 
solues, c et c les capacités des transmetteurs, et n et n 1 
nombre d'opérations etîectuées dans Tunité de temps. 

Pour des charges très faibles la déperdition par Tair d'ui 
conducteur électrisé est sensiblement proportionnelle à h 
charge ou au potentiel. 

Si on appelle m et m' des coefficients de proportionnalité 
relatifs aux deux conducteurs, les pertes de charge pendan 
Tunité de temps pourront être représentées par m\ et /n'V 

Pendant un temps infiniment petit dt^ Taccroissement di 
charge du collecteur C est égal à Texcès de rélcclricité qu'i 
reçoit sur celle qu'il perd ; on aura donc 

Cd\ = {nVY-m\)dt, 
ou bien 

dt 
L'autre collecteur donnera, de même, 

L — ■=— r=//cv — m \ . 
dt 

En résolvant ces équations différentielles simultanées, on cal 
culerait la valeur acquise par les potentiels V et V au boi» 
d'un temps quelconque, à partir de valeurs initiales données 
mais les résultats ainsi obtenus ne s'accorderaient avec i'exp^ 
rience que dans les limites où l'on peut admettre la loi d^ 
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Coulomb. On sait que pour des charges un peu grandes la 
déperdition s^efTectue suivant une loi plus rapide. 

Ces équations donnent les conditions nécessaires pour que 
la charge aille en croissant; il suffit, en effet, que les dérivées 
du potentiel soient positives, ce qui donne 



on en déduit 
ou bien 



iic'S' — in\ > o, 
ncS m V > o ; 



m V ne 

— <-v<— ' 
ne \ m 



nncc >nim\ 



Si cette dernière condition est réalisée au début (et Ton 
Toit qu'elle ne dépend pas de Télectrisation initiale), la 
charçe de la machine ira d'abord en croissant. Si Tinégalité 
se maintient malgré l'augmentation des coefficients m et m\ 
la charge n'aura d'autre limite que celle qui sera déterminée 
par la production des étincelles. Si Tinégalité précédente 
avait lieu en sens contraire, la charge irait en diminuant et 
deviendrait rapidement nulle. 

Lorsque l'appareil est symétrique, la condition d'accroisse- 
ment de charge est simplement 

nc^ni. 

Le calcul qui précède s'applique particulièrement à la 
disposition dans laquelle le collecteur d'une des machines est 
en communication métallique avec Tinducteur de l'autre ; 
mais le même mode de raisonnement, à quelques détails 
près, s'appliquera à tous les multiplicateurs d'électricité à 
influence réciproque. 

197. Débit des machines. — Quelle que soit, d'ailleurs, la 
cause extérieure qui limite la charge, on voit que toutes ces 
machines fonctionnent comme de véritables sources, c'est-à- 
dire, comme des systèmes capables par le jeu de leurs propres 
organes de maintenir un conducteur à un potentiel constant, 
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OU de maintenir une différence de potentiel déterminée entr( 
deux conducteurs. 

Ce résultat est obtenu lorsque la quantité d^électricité ap 
portée au collecteur esta chaque instant égale à celle qui lu 
est enlevée, soit par la déperdition au contact de Tair, soitpa 
des décharges provoquées d*une manière quelconque entr 
ce collecteur et le sol. Le débit de la machine est la quan 
tité d'électricité mise alors en mouvement dans chaque unit 
de temps. Pour les machines à addition, il est évident qu 
le débit, toutes choses égales d*ailleurs, est proportionne 
à la capacité du transmetteur et au nombre des opération 
effectuées dans chaque unité de temps. Si, comme dans le 
machines à plateau, le transmetteur fonctionne d'une ma 
nière continue, le débit est proportionnel à la vitesse. 

Dans les machines à multiplication les phénomènes m 
se passent plus d'une manière aussi simple; mais l'expérienci 
montre encore que le débit est sensiblement proportionne 
à la vitesse, bien que cependant il croisse, en général, un pet 
plus vite. 



DEUXIÈME PARTIE — COURANTS ÉLECTRIQUES 



CHAPITRE PREMIER 

PROPAGATION DE L'ÉLECTRICITÉ DANS L'ÉTAT 
PERMANENT 



198. Béirtme permament. — Quand OR établit URC com- 
munication métallique entre deux conducteurs isolés, à des 
potentiels difTérents V et V, l'équilibre ne peut subsister, 
Télectricité positive va du corps au potentiel le plus élevé 
vers celui qui a le potentiel le plus bas ; il se produit un 
flux (Téieciricitéy un courant électrique. Si les deux corps 
ont des charges limitées, l'équilibre se trouve établi au bout 
d un temps, en général, très court, qui dépend de la nature 
et des dimensions du conducteur intermédiaire ; le courant 
est alors variable avec le temps. Mais si, par un procédé 
quelconque, on maintient constante la différence de potentiel 
de deux conducteurs, un régime permanent s'établit et le 
conducteur intermédiaire devient le siège d'un courant 
constant. 

199. Amaloiri^ •▼«« les phéB«mènes caloriflqaes. — L'analo- 

gie de ces phénomènes avec ceux de la propagation de la cha- 
leur entre deux surfaces à températures constantes dans un 
milieu conducteur est manifeste, et cette analogie se traduit 
par des lois identiques dans les deux cas. 
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En rappelant les principes de la théorie de Fourier (7o), 
nous avons vu que, si Ton considère dans un milieu conduc- 
teur de la chaleur deux surfaces isothermes voisines corres- 
pondant aux températures t et t-hdt. le flux de chaleur r/Q 
qui traverse pendant Tunité de temps un élément de surface 
r/S est normal à Télement, proportionnel à la différence de 
température dt des deux surfaces et en raison inverse de leur 
distance du , et a pour expression 

dQ=-kdS^y 
dn 

k étant le coefficient de conductibilité calorifique du milieu; 
le signe — signifie que le flux de chaleur progresse dans le 
sens des températures décroissantes. L'expression du flux est 
le même au travers d'un élément rfS' d'une surface quelcon- 
que S' isotherme ou non; il est proportionnel à la dérivée 

partielle^, de la température par rapport à la normale /*' à 

la surface S' et on a 



200. Théorie d'Ohm. — Ohm a transporté le mode de rai- 
sonnement de Fourier dans l'étude de la propagation de 
l'électricité. II admet que tous les points d'un conducteur 
en équilibre sont dans un même état électrique, à la même 
tension. Lorsque l'équilibre n'a pas lieu, il se produit des 
échanges d'électricité; la tension en chaque point est en 
général une fonction du temps et des coordonnées; mais, si 
une cause étrangère maintient une diiïérence constante entre 
les tensions des différentes parties du conducteur, il s'établit 
dans le système, au bout d'un temps plus ou moins long, un 
régime permanent pour lequel la tension en chaque point 
devient indépendante du temps. 

Ohm admet, en outre, qu*entre deux molécules dont les 
tensions sont U et \]' il se produit pendant l'unité de temps 
un échange d'électricité proportionnel à la différence des ten- 
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sionset à une fonction de la distance telle que les molécules 
Toisines aient une influence prédominante. 
Celte hypothèse est identique à celle de Fourier (yo). Sans 
I qu'il soit nécessaire de répéter les raisonnements, il en ré- 
sulte que les échanges d'électricité ont lieu normalement aux 
surfaces d'égale tension ou aux surfaces de niveau électrique 
relatives à cette nouvelle propriété. Le flux d'électricité dQ 
qui traverse pendant l'unité de temps un élément rfS d'une 
I surface de niveau est proportionnel à la dérivée de la tension U 
I par rapport à la normale à cette surface et a pour expression 

an 

le cofficient c dépendant de la nature du milieu et pouvant 
éire appelé coefficient de conductibilité électrique. La dérivée 

-T- est la force électromotrice au point considéré. On voit 

aussi que par un élément rfS' d'une surface quelconque il passe 
on flux d'électricité proportionnel à la force électromotrice 

suivant la normale à cette surface, ou à la dérivée r— ?— . 

on 

Dans la théorie d'Ohm, comme dans celle de Fourier, on 
admet que la direction du flux est constamment parallèle à 
la direction de la force qui agit sur lui, et par conséquent 
indépendante de sa condition antérieure. Cette hypothèse est 
incompatible avec la notion de l'inertie et, par suite, avec celle 
de la matérialité de ce qui constitue le flux. 

Ohm considère la tension comme un état particulier de 
chaque point en vertu duquel l'électricité tend à s'en échap- 
per, et, lorsque les tensions sont variables dans un milieu, 
l'électricité s'écoule des points à tension élevée vers les points 
à tension plus faible. On voit déjà les analogies que présente 
celte fonction avec le potentiel, puisque la tension est aussi 
constante dans un conducteur en équilibre. Ohm parait, dans 
quelques parties de ses mémoires, concevoir une relation 
trop étroite entre la densité électrique et la tension, mais il 
indique aussi qu'on pourrait déterminer la tension en un 
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point, même dans Tétat variable, en reliant ce point par un 
fil avec un électroscope isolé, et la quantité qu'on mesure- 
rait alors n'est autre chose que le potentiel. 

201. HypothèM de KirchhoiT. — PouF préciser la théorie 
d'Ohm dans les idées actuelles sur Télectricité, il suffit donc 
d'admettre, comme Ta fait M. Kirchhoff, que la tension et le 
potentiel sont deux fonctions identiques. 

Il résulte de cette hypothèse que dans un système de 
conducteurs, reliés entre eux, mais non en équilibre électri- 
que, le flux d'électricité en chaque point est proportionnel à 
la dérivée du potentiel suivant la normale à la surface de 
niveau, ou, en d'autres termes, proportionnel à la force élec- 
trique qui s'exerce en ce point, c'est-à-dire à la résultante des 
actions de toutes les masses du système dans leur état actuel. 

Plus simplement encore, le flux d'électricité est parallèle 
et proportionnel au flux de force. 

202. Superposition des étmiu permaneiiti. — SouS une autre 

forme, on peut dire que l'hypothèse consiste à admettre que 
la superposition de deux états d'équilibre dynamique est un 
nouvel état d'équilibre, dans lequel le flux qui traverse un 
élément de surface est égal à la somme des flux relatifs aux 
deux états primitifs. 

Considérons, en eiïet, deux états pour lesquels les flux qui 
traversent un élément de surface dS sont ArfS et A'rfS; les 

composantes normales de la force sur cet élément sont — -— rfS 

on 

et — — -rfS. En superposant les deux états, les potentiels 

s'ajoutent en chaque point, et la force normaie sur l'élément 
rfS devient 

\dn D/ï / 
Par hypothèse, le flux au travers de l'élément dS est devenu 

ArfS-hA'rfS. 
Si on suppose les états primitifs identiques, le flux est devenu 
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'ikdS et la force est aussi doublée; le flux d'électricité est 
doQc proportionnel au flux de force. 

Si Tétat est permanent, c'est-à-dire si le potentiel est inva- 
riable en chaque point, le flux qui traverse un élément de 
surface quelconque est constant. Si l'état est variable, les po- 
tentiels varient avec le temps, et le flux d^Q qui traverse un 
élément de surface pendant le temps dt est 

cPQ=^cdS^dt. 

ut 

M8. IKiBS le réf^me permanent 1» denelté est nulle à l*in- 
t^Henr deeeondnetenre. — Le fluX d 'électricité ne peut s'ac- 

cumuler dans l'intérieur d'une surface fermée sans en modi- 
fier le potentiel, de même qu'un accroissement du flux de 
chaleur y produirait une élévation de température. 

Si le régime permanent est atteint pour un système de con- 
ducteurs, le flux total que reçoit chaque élément est nul. En 
écrivant que la somme algébrique des flux qui entrent dans 
un élément de volume dxdjdz est^ égal à zéro, on retrouve 
l'équation de Laplace : 

AV=o. 

Comme on a toujours, en appelant p la densité cubique de 
l'électricité au point considéré, 

il en résulte 

p=o. 

La loi de proportionnalité du flux d'électricité au flux de 
force conduit immédiatement à la même conséquence. En 
effet, si le régime est permanent, le flux de l'électricité pour 
un élément de volume est nul : le flux de force qui lui est 
proportionnel est nul aussi ; mais ce dernier est égal à 4^m, 
m étant la masse comprise dans le volume considéré; donc 
m=:o. Ainsi, quand un système de conducteurs est arrivé à un 
régime permanent, la densité électrique est nulle dans tous 
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les conducteurs; lesi masses électriques qui donneut lieu au 
potentiel V et dont Faction détermine le courant sont donc 
entièrement à la surface des conducteurs. Ces masses ne sont 
pas en équilibre d'elles-mêmes et elles produisent en chaque 
point la force éleetromotrice du courant. 

11 résulte de là que le flux, quel qu'il soit, s'il a une exis- 
tence réelle, n'est pas un flux d'électricité libre ; dans l'hypo- 
thèse des deux fluides, il faudrait admettre qu'il se trouve a 
chaque instant, dans chaque élément de volume à l'intérieur 
du conducteur, la même quantité des deux électricités, et que 
celles-ci se meuvent en deux courants égaux de directions 
opposées. Dans l'hypothèse d'un seul fluide, il faudrait consi- 
dérer chaque élément comme contenant à chaque instant la 
quantité normale d'électricité^ tout en supposant que celle-ci 
se déplace en totalité ou en partie. 

204. Ceiiflaeteurfi linémirei. — Eiol d*Ohiii. — Considérons 

d'abord un fll cylindrique d'une grande longueur par rapport 
à son diamètre, placé dans un milieu parfaitement isolant, et 
supposons que le régime permanent soit atteint. 

S'il n'y a aucune perte par la surface, le flux d'électricité 
€st en chaque point parallèle aux génératrices du cylindre; 
les surfaces de niveau sont donc des plans perpendiculaires 
à l'axe du fil. Le flux d'électricité qui traverse une section, 
quelconque du fil pendant l'unité de temps est le même dans 
toute sa longueur; appelons ce flux intensité du courant et dé- 
signons-le par I. Soit V le potentiel au point P situé à une 
distance x d'un plan fixe normal au fil et S la section du fil. 

Le potentiel est simplement une fonction de x et l'intensité 
a pour expression 

dx 



Comme ce flux est indépendant de x^ on a 
— = «, et V=a:c4-6, 



^ et 6 étant des constantes à déterminer. 
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Désignons par V^ et V^ fesvaleurs du potentiel et deux points 
A et B (fig. 49) distants de /, et prenons le point A pour ori- 
gine des coordonnées, il vient 

V —V 

et, par suite, 

V —V V —V 

(2) '-*'* Z~- cs ■ 

/ 

Le quotient— ^= r s'appelle la résistance du (i\enlTeles deux 



cS 
points A et B, et l'inverse de cette résistance -y est la conducti- 
bilité de ce même fil. 

Les équations (i) et (2) montrent que : 

i** Le potentiel décroît en progression arithmétique le long 
du fil, dans le sens de la propagation du courant; 

2* Entre deux points A et B r intensité du courant est égale 
ou quotie7it de la différence du potentiel de ces deux points 
nar la résistance du fil intermédiaire. 

Ces deux énoncés constituent la loi d'Ohm. 

On peut remarquer que la distribution du potentiel et le 
flux d'électricité dans le cas que nous venons de considérer 
sont identiques à la distribution des températures et au flux 
de chaleur qui se propage dans un mur homogène limité par 
deux plans parallèles maintenus respectivement à des tem- 
pératures constantes. 

205. Ij» résistance d'an condactenr est FinTersed'aneTitesse. 

— La quantité /• que nous avons appelée la résistance du con- 
ducteur a pour valeur -^; elle est proportionnelle à la Ion- 

c o 
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gueur du conducteur^ en raison interse de sa section et du 
coefficient de conductibilité du milieu. 

Le rapport - représente la résistance d'un cube égal â 

Tunité ; on peut l'appeler résistance spécifique du conducteur. 

La résistance d'un conducteur est une grandeur de même 
nature que l'inverse d'une vitesse en mécanique. 

On a, en effet, 

l 



La différence du potentiel V^ — V^ est égale au quotient d'une 
masse électrique M par une longueur a; l'intensité d'un cou- 
rant, ou le flux pendant l'unité de temps, est égale au rap- 
port de la quantité d'électricité M' qui s'écoule pendant le 
temps t au temps correspondant. On a donc 

M 

_ a _ M I 

'~W~ Wa 

t t 

Le quotient tj-, est un nombre abstrait, et le rapport - une 

vitesse. La résistance r est donc l'inverse d'une vitesse. 

206. — On peut d'ailleurs imaginer une expérience dans 
laquelle cette vitesse aura une signification physique. 

Considérons une sphère de rayon R chargée d'une masse M 
d'électricité et supposons qu'on mette cette sphère en commu- 
nication avec le sol par un conducteur de résistance r. 

1VI 

Le potentiel de cette sphère est égal à-rr ; il diminue dès 

que la communication avec le sol est établie ; mais si la sphère 
se contracte en même temps que la charge diminue, il peut 
arriver que le potentiel reste constant. 

Cette condition étant réalisée, on aura, en appelant ^M 1^ 
perte de charge de la sphère et ^R la diminution du rayon 
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pendant le temps rf/, 

K~H-rfK~rfR' 

mais, eoyeriu de la loi d*Ohm, 

V 

r 

Pour que le potentiel soit constant, il faut que dR soit 
aussi proportionnel au temps; posons donc 



II ^ient alors 



el, par suite, 



dR=udt. 
V 

udt ru 



I 
u 



Ainsi la résistance r d*un conducteur est Tinverse de la 
vitesse u avec laquelle doit décroître le rayon d'une sphère 
pour que le potentiel y reste constant, malgré la perte d'élec- 
tricité, quand on la fait communiquer avec le sol par le con- 
ducteur considéré. 

t07. CeBducienrfl linéaires «neleonques. — NoUS avOUS Sup- 
posé les conducteurs rectilignes, mais le même raisonnement 
s'applique évidemment àdes conducteurs linéaires contournés 
d*UDe manière quelconque, le flux d'électricité étant en cha- 
que point normal à la section droite du conducteur. 

Si le circuit est formé de deux ou plusieurs portions cylin- 
driques de sections et de natures différentes ajoutées bout 
à bout, on considérera ces différentes parties séparément. 

Soient par exemple V^ et Vj les potentiels en deux points 
AelB(6g. 5o) appartenant, le premieràun conducteur dont la 
section est S et le coefficient de conductibilité c, et le se- 
cond à un conducteur pour lequel ces quantités sont S' et c\ 
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Soîl V le potentiel au point de contact des deux cylindres, 
situé à des dislances / et /' de A et de B et négligeons pour un 
instant la force électromotrice de contact des deux conduc- 
teurs, sur laquelle nous reviendrons plus loin. On a, de pari 
et d'autre du point 0, 

J_ '^ Ji^ ~± £_" r-hr * 
cS cS' cS cS' 



L'intensité du courant est donc en raison inverse de la 
somme des résistances des deux conducteurs entre les point* 
A et B. Celte relation est évidemment générale. 

Ainsi, la résistance d'une série de conducteurs cylindriques 



t 



1 




Fig. 5o 

successifs est égale à la somme des résistances de tous les con- 
ducteurs. 

Enfin, considérons un conducteur de forme quelconque 
terminé à ses entremités par des surfaces de niveau mainte- 
nues à des potentiels V^ et V^; Tintensité du courant est encore 
proportionnelle à la différence V^— Vj des potentiels et le 
nombre par lequel il faut diviser cette différence, pour ob- 
tenir Tintensité du courant représente la résistance du con- 
ducteur. Le nombre ainsi obtenu est la résistance du con- 
ducteur cylindrique qui, pour la même différence de potentiel, 
donnerait la même intensité. 

208. liou tie Kirchhoir. — Supposous quc dcs conducteufs 
linéaires, de natures et de dimensions différentes, soient 
réunis les uns aux autres par des liaisons complexes, le par- 
tage du courant entre ces différents conducteurs doit satisfaire 
aux deux conditions suivantes qui se déduisent immédiatement 
de la loi d'Ohm. 

I** Si plusieurs conducteurs aboutissent à un même points la 



PROPAGATION DE L'ÉLECTRICITÉ DANS L'ÉTAT PERMANENT. 225 

^mime des intensités des courants sur chacun deux^ comptées à 
partir de ce point y est nulle. 

En effet, puisqu'il ne peuty avoiraccumulation d'électricité 
au point considéré, il faut que la quantité d'électricité appor- 
tée par une partie des conducteurs soit égale à celle qui est 
«mportée par les autres pendant le même temps ; en affectant 
du signe + les courants qui marchent vers le point et du 
si^e — ceux qui s'en éloignent, on doit avoir 

(3) 2]' = «- 

2* Si plusieurs conducteurs forment un polygone fermé, la 
somme des produits de la résistance de chaque conducteur par 
i intensité du courant qui le traverse est nulle. 




Fig. 5i 

Supposons, en effet, une série de conducteurs de résistances 

r^, Tj, Tj r„ qui forment les côtés successifs d'un polygone 

fermé (fig. 5 1); soient V,, Vj V^ les potentiels aux différents 

sommets Af,A2 A„, et enfin i^,i^ i„ les intensités des 

courants successifs, comptées positivement quand on parcourt 
le circuit dans un sens déterminé. Ces intensités ne sont pas 
égales parce qu'il peut exister aux différents sommets d'au- 
tres conducteurs qui emportent ou amènent des courants. 

On aura successivement : 

Pour le premier conducteur i^r^ == V^ — V^, 
— second — 'Q^'a — Vj — V^, 



- n^ - Vn=V«-V,. 

Électr. et Mogn. l — 15 
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En ajoutant ces équations membre à membre, tous 1rs po- 
tentiels disparaissent et il reste finalement 

ou 

(4) 2"-=o. 

Les deux relations (3) et (4) sont connues sous le nom de 
lois de Kirchhoff. 

209. Problème des eonranta dérlTés. — Comme application 

de ces théorèmes considérons le cas où le circuit se divise en 
arcs multiples, entre deux points A et B (fig. Sa). Soit I Tin- 
tensité du courant avant le point A et après le point B, 
''0 ^2 ••• ^n les résistances des conducteurs, i^, i^ •• i„ les in- 
tensités respectives du courant, et enfin B la résistance du 




Fig. Si 

circuit unique qui équivaudrait au circuit multiple entre les 
deux mêmes points. On aura 





I^ '. + '■» + '! 


» -^-^ 


.=2:', 




i^r^=i^r^=i.. 


|''3=l>„ = 


=1R. 




La seconde équation peut s' 


'écrire 




el 


I I 
on en déduit 


I 


I 

= ""! 
I 

B 




1 I I 
B r, Ta 


I 

.... H : 


=27- 



Ainsi rinverse de la résistance d'un faisceau de conduc- 
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tears aboutissant aux mêmes points est égale à la somme des 
inverses de résistances des différents conducteurs séparés ; en 
d'autres termes, la conductibilité du faisceau est égale à la 
somme des conductibilités des différents conducteurs qui le 
constituent, ce qui était évident. 

210. CireniU linémlrei hétérogènes. — L'exislcnce deS for- 
ces électromotrices de contact entre les métaux modifie un 
peu l'expression de la loi d'Ohm. Considérons deux points P^ 
etPj (Gg. 53) séparés par deux conducteurs différents A et B 
dont les résistances sont a et A. Soient V^, et Vj les potentiels 
aux points P^ et P^, V^ et V^ les potentiels au point P de part 
el d'autre de la surface de séparation des métaux. L'intensité 
du courant de P, en P, est 

a b a-hb 



1-. 



Fig. 53 

Désignant par HJi l'élévation brusque qu'éprouve le poten- 
tiel entre les métaux A et B quand on suit le courant, c'est-à- 
dire la force électromotrice de contact V^ — V^ = B|A des 
conducteurs B et A, il vient 

a-hb 

Supposons maintenant qu'un circuit fermé soit composé de 

conducteurs différents A, B, C L (fig. 54), comprenant 

des corps de la seconde classe de Volta, c'est-à-dire que la 
chaîne des conducteurs n'obéisse pas à la loi des tensions; le 
circuit sera parcouru par un courant permanent. 

Appelons r«, r^, r^ r,, les résistances des différents con- 
ducteurs, Va et V«, Vft et \[ les potentiels successifs aux 

extrémités de chacun d'eux en suivant le sens du courant, et 
représentons de même par Hj^, H^c H/^, les forces élec- 
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tromolrices de contact successives; on a 

H.,=.v,->v:, 

Hftc = Vc — Vé, 

L'intensité du courant étant la même dans toute l'étendue 
du circuit, on a aussi 



1 = 



V« — V« Vft — Vft 



v,-v; 




Fig. 54 

ou^ en combinant par addition ces rapports égaux, 

f^a-^n-^f'c-^ -^n 'a + Z-ft + re-h "hr/ 

Le numérateur de celte fraction représente la somme algé- 
brique 2]H des forces électromotrices du contact dans la 

chaîne des conducteurs; c'est la force électromotricc E du 
circuit. Le dénominateur est la somme des résistances, ou la 
résistance totale R du circuit. On a donc 



R ~R" 
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911. Cas «à le circuit reaferme des farces électremetrlcci. — 

Il est facile de Toir ce que deviennent les lois de Kirchhoff 
({•s), quand il y a des forces électromotrices. 

Le premier théorème n*est pas modifié. La somme des 
quantités d'électricité qui émanent d'un point où aboutissent 
différents conducteurs est toujours nulle, dans Télat perma- 
nent; en effet, ce point ne peut être ni un centre de produc- 
tion indéfinie d'électricité, ni un centre d'absorption. 

Le second théorème doit être modifié. Supposons que, dans 
le circuit précédent^ les limites des différents conducteurs 
soient marquées par un changement de métal ou par des points 
d'embranchement avec les sommets A d'autres conducteurs. 
L'intensité du courant n'est plus la même dans toute retendue 
du circuit; désignons par i,,, if, i, les intensités sur les dif- 
férents conducteurs entre deux points successifs de contact ou 
d'embranchement. On aura, d'après la loi d'Ohm, 

et, par suite, 

rÀ+r».-»+..+/v,=(V,-v;)+(v,-v;)+...-h(v,-v;) 
-(V,-v;)+(V.-v;)-h...+(V.-v;) 

ou 
(6) E=Xri. 

Ainsi, dans un circuit fermé, la somme des produits de la 
résistance de chaque conducteur par fintensité du courant cor- 
respondant est égale à la somme algébrique des forces électro- 
motrices du circuit. 

Cette somme est nulle si le circuit est formé de conduc- 
teurs de même nature, ou de métaux à la même température, 
puisque ces derniers obéissent à la loi des tensions. 

Les deux relations (5) et (6) fournissent toutes les équations 
nécessaires à la détermination des intensités dans les diverses 
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branches du circuit. Toute modification dans les résistance! 
ou les forces éleclromotrices qui n'apportera aucun change 
ment dans les équations sera évidemment sans influence sui 
rintensité des courants. Par exemple : 

i*" On peut modifier à volonté la résistance d'une branch< 
dans laquelle l'intensité est nulle ; 

2* On peut introduire dans tous les conducteurs qui abou^ 
tissent à un même point des forces électromotrices égales el 
tendant à produire des courants qui s'approchent ou s'éloi^ 
gnent tous du point considéré, ces forces électromotrices s'an 
nulant deu\ à deux dans tous les contours fermés qui passeni 
par le point. 

218. Ceiidvetears de ferme «nelcom^iM** "-* Elecirodei. " 

L'analogie de la conductibilité électrique avec la conductibi- 
lité calorifique et de cette dernière avec les phénomènes 
d'électricité statique nous permet d'établir directement quel 
ques théorèmes relatifs à la propagation de l'électricité. 

Considérons d'abord un milieu unique, isotrope, indéfini 
Supposons que, pour les trois ordres de phénomènes diffé 
rents, la température d'une part et le potentiel d'autre paii 
soient maintenus constants sur différentes surfaces ferméei 

S^, S), S„y et que sur chacune des surfaces les tempéra 

tures et les potentiels t^ et V^, f^ et V, soient représenlêi 

par les mêmes nombres ou par des nombres proportionnels 
Dans le problème calorifique, ces surfaces représenteront le) 
sources de chaleur; dans le problème d'électricité statique, 
les conducteurs; dans le problème de la propagation d« 
l'électricité, on les appelle les électrodes. 

La température et le potentiel en un point quelconque du mi 
lieu sont des fonctions des coordonnées définies par la condition 
que ces fonctionsprennent des valeurs déterminées sur les sur* 
faces limites et satisfassent dans l'intervalle de ces surfaces à la 
condition 

Ar=o ou AV=o. 

La température et le potentiel auront donc en chaque point 
des valeurs égales ou dans un rapport constant. Les surfaces 
isothermes et les surfaces de niveau électrique seront iden- 
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tiques dans toute retendue du milieu et, par suite, les tubes 
de flux identiques. 

Au traTers d*un élément ^S d'une surface quelconque, le 

fluxdechaleur(9o)est— A:£/S— , le flux de force électrostatique 

est — rfSr— et le courant électrique —cdSr-, k et c étant 

les coefficients de conductibilité calorifique et électrique. Ces 
trois flux sont donc proportionnnels entre eux. 

D'après cela, toutes les fois qu'un problème de propagation 
uniforme de la chaleur ou d'électricité statique aura été ré- 
solu, le problème correspondant de propagation électrique à 
l'état permanent se trouvera résolu de la même manière. 

Nous avons vu, en particulier, que, si on se donne les 
potentiels V^, Vj . -, V» sur les surfaces fixes 8^,82-., S^, c'est- 
à-dire les potentiels des différents conducteurs dans l'air, le 
potentiel est défini en chaque point du milieu et le problème 
d'équilibre n'a qu'une solution. De même, si le milieu dié- 
lectrique est remplacé par un milieu conducteur, et que les 
potentiels soient maintenus constants sur les mêmes surfa- 
ces S|, S, ••• 8n, le flux d'électricité est déterminé en chaque 
point et l'état permanent est unique. 

SIS. — 8upposons maintenant que deux diélectriques, dont 
les pouvoirs inducteurs sont (X| et (i^, soient séparés par une 
surface S. Le flux de force ne se conserve pas de part et 
d'autre de la surface, mais le flux d'induction se conserve, et 
Ton a (isi)> en comptant la normale n à la surface dans le 
même sens pour les deux milieux 

C'est la condition de continuité sur la surface. Si on remplace 
les diélectriques par des conducteurs dont les coefficients de 
conductibilité soient c^ et c,, le Qux d'électricité est alors le 
même de part et d'autre de la surface S, ce qui donne 
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On Toit, d'après cela, que si, dans un problème d'électro- 
statique renfermant des diélectriques dont les pouvoirs induc- 
teurs sont |A|,|A2, •• lA^y on remplace les diélectriques par des 
conducteurs dont les coefficients de conductibilité c^, c,, • • c„ 
soient respectivement proportionnels aux pouvoirs inducteurs 
correspondants, c*est-à-dire tels que Ton ait 

"" —_ •— ___ • • • • • __ — ^j 

le flux d'électricité en chaque point sera proportionnel au flux 
d'induction du système électrostatique corrélatif. 

Ainsi, tous les problèmes qui ont été résolus en électrosta- 
tique pour un ensemble de diélectriques fournissent aussi 
la solution des problèmes correspondants de propagation d'é- 
lectricité. Tels sont, par exemple, les cas suivants : 

Sphères concentriques (97). 

Cylindres concentriques (so) ou cylindres excentriques 
dont Pun est intérieur à l'autre (ise). 

Plans parallèles (ai). 

Condensateurs fermés à épaisseur constante (99). 

Sphères concentriques successives formées de milieux 
différents (i64). 

214. CoMdneteim mom komo^^nes. — NouS avOUS VU aussi 

(t69) qu'en assimilant un diélectrique à un milieu de pouvoir 
inducteur [l^ dans lequel seraient disséminées de petites sphè- 
res de pouvoir inducteur [L^^ le milieu ainsi constitué se com- 
porte comme un diélectrique homogène dont le pouvoir in- 
ducteur (x serait représenté par l'expression 

dans laquelle h désigne le rapport de la somme des volumes 
des petites sphères au volume total de l'espace dans lequel 
elles sont disséminées. 

Dans des conditions analogues, la conductibilité spécifique 
moyenne d'un milieu de conductibilité c^, renfermant de pe- 
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tites sphères de conductibilité c^ a pour expression 

Si le rapport -^ des pouvoirs conducteurs des sphères et du 
milieu ambiant est très grand, la formule se réduit à 



i-f-/i 



De même, le problème du n*" 150 donnerait la conductibi- 
lité d'un système formé de trois milieux différents séparés par 
deux plans parallèles. 

215. Conducteurs anlsotropes. — NouS n'avOUS jUSqu'ici 

considéré que des corps isotropes, c'est-à-dire des corps jouis- 
sant des mêmes propriétés dans toutes les directions. Si le mi- 
lieu est anisotrope, mais homogène, comme les corps cristal- 
lisés, les phénomènes physiques dépendent de la direction 
suivant laquelle on les envisage. 

La dilatation, par exemple, peut être très inégale. Il existe- 
alors trois directions principales, rectangulaires entre elles* 
et telles que la dilatation d'un cylindre inGniment mince con- 
sidéré dans le milieu parallèlement à Tune des directions^ 
principales s'effectue suivant Taxe du cylindre. Chacune de 
ces directions est définie par un coefficient particulier, ce qui 
donne pour le milieu trois coefficients principaux de dilata- 
lion /, /' et l\ Si l'on imagine dans le milieu un cylindre infi- 
niment mince dans une direction quelconque qui fasse avec 
les directions principales des angles dont les cosinus sont S, l' 
et S', ce cylindre tourne en même temps qu'il se dilate^ mais 
en restant rectiligne si le milieu est homogène. La dilatation 
parallèlement à l'axe du cylindre est égale à la somme des 
projections sur cet axe des trois dilatations principales, et le 
coefficient L relatif à cette direction a pour valeur 

L.-. /a 4-/^4- /T. 
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Les mêmes considérations s'appliquent à la propagation de 
la chaleur, à la propagation de Féleclricité et a Tinduction 
électrostatique. 

Dans un milieu anisotrope, le flux de chaleur en un point 
n'est plus normal à la surface isotherme correspondante; 
mais, comme pour la dilatation et, en général, pour toutes 
les propriétés qui sont des fonctions linéaires de causes dont 
elles dépendent, il y a encore trois directions rectangulaires 
suivant lesquelles le flux de chaleur est normal aux surfaces 
isothermes, et auxquelles correspondent trois coefficients 
principaux de conductibilité A:, k' et k\ 

Au travers d'un élément de surface ^S dont la normale fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont a, a et a', le 
flux de chaleur est égal à la somme des flux qui correspondent 
aux projections orfS, aWS, aVS de l'élément normales aux 
trois axes principaux ; on a donc, en prenant ces trois direc- 
tions pour axes de coordonnées, 

De même encore, en désignant par c, c' etc' les coefficients 
de conductibilité électrique du milieu suivant les axes prin- 
cipaux, le flux d'électricité rfM au travers d'un élément de 
surface ^S aura une expression analogue en fonction des po- 
tentiels. Si on appelle L l'intensité du courant par unité de 
surface suivant la normale à l'élément, on aura 



OU 






^y 

Cette dernière expression est la somme des projections sur 
la normale des intensités des courants 1, T, I" suivant les trois 
directions principales, ou la projection du courant résultant 1^. 

En appelant l'angle de la normale à l'élément </S avec 
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la direction du courant, laquelle fait avec les axes des angles 
dont les cosinus sont X, X', X', on a donc 

l,=(al4-«l'-h«'n = (aX4-aX'-4-aV)I^ = I,C0SÔ, 
et 

X _ X' _ X^ 

^T- ^ :7" ^ T" 

sie. — Nous pouvons mainlenant étendre sans difficulté le 
jnéme mode de raisonnement aux phénomènes d*induclion 
dans les diélectriques anisotropes. Là encore, il existe trois 
directions principales d'induction, telles que le flux de force 
est normal aux surfaces de niveau, et qu'on peut caracté- 
riser par les pouvoirs inducteurs spécifiques |x, \k et \k\ Le 
flux dMnduction au travers d*un élément dS est, en appelant 9 
le flux par unité de surface, 

çrfS = -rfSL|xa-4-ixa-4-ix« -J. 

Si l'on désigne par p, ^' et p' les cosinus des angles avec les 
axes de la force électrique F au point considéré, laquelle est 
normale à la surface de niveau, on peut écrire 

ç = (|xag4-iJLV3'-hiJL'aP')F. 

Dans ce cas le déplacement électrique (i26) n'est plus pa- 
rallèle à la force éleclrique. 

ti9. CoMdneteurs à deux diaiessioMs. — Les Considérations 
qui précèdent s'appliquent aux milieux indéfinis. Rien n'est 
changé évidemment si on limite le milieu conducteur par une 
surface formée tout entière par des lignes de flux du système 
indéfini. Pour un conducteur limité situé dans un milieu iso- 
lant, la surface extérieure, quelle qu'elle soit^ est toujours pa- 
rallèle aux lignes de flux et par conséquent, si le milieu est 
isotrope, normale aux surfaces de niveau. 

Tel est le cas de la propagation de Télectricité dans une 
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plaque mince, que Ton peut considérer comme un conducteur 
à deux dimensions. On peut déterminer expérimentalement 
le lieu des points qui ont un même potentiel, par la condi- 
tion qu'aucun courant ne s*établisse dans un fil conducteur 
dont une des extrémités est mise en communication arec un 
point fixe de la plaque, tandis que Tautre est déplacée dans 
son plan. Les résultats donnés par Texpérience sont en par- 
faite concordance avec ceux qu'on déduit des formules de 
Fourier et apportent une nouvelle confirmation de Tanalogie 
des deux ordres de phénomènes. 

Dans les deux cas, on peut supposer aussi que la propaga- 
tion a lieu avec où sans perte par le milieu ambiant. 

Si il n'y a aucune perte par le milieu extérieur, l'équation 
de Poisson, pour tout point pris en dehors des électrodes, se 
réduit à 

et, pour chaque point du contour de la plaque, on a 

11 est facile de reconnaître que ce problème se confond 
avec le problème de l'équilibre dans le cas d'une distribu- 
tion cylindrique (la» et suiv.). Nous avons vu qu'alors, dans 
un plan traversé normalement en des points A,, A,, A3 •• par 
des lignes parallèles de densités X^, X^, X3 ••., le potentiel en 
un point P, situé à des distances r^, /-j, /j • .. de ces lignes, a 
pour valeur 

Les flux de force qui, dans une couche d'épaisseur e com- 
prise entre deux plans parallèles, émanent des différentes 
lignes sont 

?i=4-X^£, 

92 =4^X35, 
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S\, dans le problème de propagation, on considère les 
mêmes portions de lignes comme des sources d'électricité, 
des électrodes^ les flux d'électricité ou les intensités des cou- 
rants sont 



on en déduit 



I. 



» 

et l'expression du potentiel en P devient 

Un cas particulièrement intéressant est celui de deux élec- 
trodes A, et Aj fournissant des flux égaux et de signes con- 
traires. Dans ce cas 

1,4-1,-0 
et 

Les lignes de flux sont des segments de cercle passant par 
les deux points A, et Aj (fig. 3o) ; les lignes de niveau sont des 
circonférences ayant leurs centres sur la ligne A, A^ et telles 
que ces deux points soient conjugués par rapport à chacune 
d'elles. 11 est évident, d'après la remarque faite plus haut, que 
le problème restera le même si, au lieu d*une plaque indéfi- 
nie, on considère une plaque circulaire ayant les deux élec- 
trodes sur sa circonférence, ou encore une plaque quelconque 
comprise entre deux segments circulaires passant par les 
points A< et A,. 
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918. BésUtoiie« d'un eomductenr de forme ««eleoB^ne. -» 

Quel que soit le conducteur que Ton considère, on peut tou- 
jours le supposer divisé, par deu\ séries de surfaces parallèles 
aux lignes de flux, en tubes infiniment déliés et dont chacun 
est un tube de flux. Chacun de ces tubes peut lui-même être 
assimilé à un fll conducteur de section variable dont la résis- 
tance est en chaque point en raison inverse de la section. 
La résistance totale se déduira de la résistance de Tensemble 
par les lois ordinaires des courants dérivés : Tinverse de la 
résistance totale, ou la conductibilité, sera la somme des in- 
verses des résistances de tous ces tubes. 

Le calcul sera en général très compliqué; mais quand oa 
connaît par expérience la valeur du potentiel sur les deux 
électrodes et le flux d'électricité correspondant, il est facile de 
déterminer la résistance totale de milieu conducteur par la 
formule d'Ohm (207). 

Prenons comme exemple le cas de deux électrodes A^ et Aj 
dans un milieu indéflni. Nous pouvons supposer que ces élec- 
trodes sont de petites sphères de rayon p. Soient V^ et V^ leurs 
potentiels et 1 la valeur absolue du flux d'électricité qui cor- 
respond à chacune d'elles. Si le rayon p est négligeable vis-à- 
vis de la distance A| A^, on peut admettre que le potentiel au 
voisinage de chacune des électrodes est en raison inverse de 

la distance r et représenlé par -» ce qui donnera sur les sphè- 
res elles-mêmes 

V— V--. 

P 

L'intensité du courant est alors 

rfV 



l=c rF,rfS=-4^p^. 



^c 



Comme oa a, sur la surface de la sphère, 



rfy__A __i 
dn~ r"- p>' 



I 
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il Tient 



ou 



I = 4rci = 4rcV^ p = — 4^^ Vj p , 

I = 2XCp(V,-V,). 



D après cela, la résistance totale R du milieu aurait pour 
expression 

aiccp 

Le même raisonnement s'appliquerait au cas d'un milieu 
indéfini d'un côté et terminé de l'autre par un plan sur le- 
quel seraient placées deux électrodes hémisphériques A^ et 
A,. La résistance serait alors double de la précédente et l'on 
aurait 

R=-L. 

11 est remarquable que la résistance soit indépendante de 
la distance des deux électrodes et ne dépende que de leurs di- 
mensions et de la conductibilité du milieu. Ce cas peut être 
considéré comme correspondant à celui de la terre lorsque 
deux points du sol sont en communication avec des électrodes 
maintenues à des potentiels égaux en valeurs absolues et de 
signes contraires. 

210. DUtributioM de Téleetrlelté rar lem eonductenrs liséalres. 

— Lorsque le régime est permanent, la densité étant nulle à 
rintérieur des conducteurs (soa), le potentiel est dû unique- 
ment à rélectricité qui existe sur la surface; cette couche élec- 
trique est distribuée suivant une loi qu'on peut déterminer 
dans quelques cas simples. 

Considérons un fil cylindrique rectiligne, de diamètre très 
petit par rapport a sa longueur, et placé, sur toute son éten- 
due, dans des conditions identiques par rapport aux conduc- 
teurs voisins. Si ce fil était électrisé et en équilibre, la distri- 
bution de la couche superficielle, à quelque distance des 
extrémités, serait uniforme, c'est-à-dire que toute portion de 
surface comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe et 



1240 COURANTS ÉLtCTHIQUES. 

à l'unité de distance porterait une même quantité d'électri- 
cité : soit X celte quantité qu'on peut appeler la densité li- 
néaire du fil. 

Le potentiel Y du fil est d'ailleurs proportionnel à la charge 
totale et, par suite, à la charge de chaque unité de longueur. 
On a donc 

Â étant une constante qui dépend de la section du fil et 
delà position des conducteurs extérieurs. 

Supposons maintenant qu'à partir d'un point P, où la den- 
sité est égale à X, on fasse croître cette densité d'un côté, et 
décroître de Tautre, suivant une même progression arithmé- 
tique. Le potentiel en P n'aura pas changé et sera toujours 
AX, puisque les masses enlevées d'un côté ont été reportées 
de l'autre à la même distance. Ainsi, quand la densité varie 
en progression arithmétique, le long du conducteur linéaire 
€t rectiligne, le potentiel en chaque point est proportionnel à 
la densité qui existe en ce point. 

Inversement, si le potentiel varie en progression arithmé- 
tique, la densité varie suivant la même loi, puisqu'il n'y a 
qu'une solution au problème de la propagation. 

Dans le cas d'un fil rectiligne d'une grande longueur, par 
lequel un courant permanent se propage en suivant la loi 
d*Ohm, ta densité linéaire varie donc comme le potentiel, en 
progression arithmétique. 

Il est facile de voir qu'il en sera de même toutes les fois 
que la loi de distribution, quelle qu'elle soit d'ailleurs, rie 
variera pas d'une manière trop brusque dans le voisinage du 
point P. Dans ce cas, en effet, la courbe représentative de la 
densité se confondra avec sa tangente sur une étendue assez 
grande, de part et d'autre du point P, pour que l'action des 
masses situées au delà puisse être considérée comme négli- 
geable. 

La proportionnalité des densités aux potentiels cesserait 
évidemment si le fil était recourbé sur lui-même, mais on 
peut la considérer en général comme sensiblement exacte. 
Elle est surtout vraie pour les câbles où le fil conducteur est 
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enlouré d'une couche diélectrique d'épaisseur constante en- 
veloppée elle-même d'un conducteur en communication avec 
le sol. Les différentes portions du fil sont alors sans action ap- 
préciable lesunes sur les autres et le potentiel en chaque point 
est dû seulement aux masses électriques les plus voisines. Si on 
appelle y la capacité de l'unité de longueur du fil, c'est-à-dire 
la charge qui correspondrait à un potentiel égal à l'unité, la 
charge d'une longueur dx au potentiel V sera égale à yVdx. 

220. — PropayatloB dans un 111 «Tee perle par la surface. 

— Considérons encore un fil cylindrique traversé par un cou- 
rant et supposons le régime permanent établi, mais avec dé- 
perdition d'électricité par la surface. Le flux n'est plus paral- 
lèle à l'axe dans toute l'étendue d'une section normale ; il 
lend à devenir perpendiculaire au fil au voisinage immédiat 
de la surface extérieure. Les surfaces de niveau S, S' (fig. 55) 



s' 



t' ^ 4^ 

Fig. 53 



sont encore planes dans leur plus grande étendue, mais elles 
s'infléchissent sur les bords pour se raccorder finalement avec 
la surface extérieure du fil, 

La perte qui a lieu par la surface n'est autre chose qu'un 
flux d'électricité dans le milieu extérieur; elle est donc pro- 
portionnelle au flux de force électrique (201). Pour une lon- 
gueur dx du fil, la charge est yVrfj: et le flux de force élec- 
trostatique 4^Vrf.r. En appelant c le coefficient de conducti- 
bilité du milieu, l'intensité du courant latéral serait donc 
c'4Tr/Vr/vr. Comme cette intensité est aussi égale au quotient 
du potentiel V par la résistance du milieu depuis la surface 
latérale considérée jusqu'aux points où le potentiel est nul, la 



résistance relative à la longueur dx est 



/izcydx 



et la résis- 



tance p par unité de longueur est égale à •; — 7-. 

4-c Y 
Éleclr, et Magn, 



I — 16 
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Le régime permanent étant établi, le flux total d'électricité 
qui pénètre par la surface S de Télément de volume de lon- 
gueur ^x doit être égal à la somme des flux qui sortent par la 
surface opposée S' et par la surface latérale, ce qui donne 



c'est-à-dire 



djo^ cSp 



tV. 



Le produit cS représente aussi Tinverse de la résistance p 
du fil par unité de longueur; en posant p*=:-^=4, il vient 

(7) l?f^-P^V = o. 



C'est réquation de Fourier relative à la propagation de la 
chaleur dans une barre cylindrique. L'intégrale de cette équa- 
tion peut être mise sous la forme 

Pour déterminer les constantes A et B, il suffit de connaître 
les potentiels V^ et V^ en deux points P^ et P^ situés à une dis- 
tance /. Le potentiel en un point P, situé à une distance x 
deP^ei l—x ou j de Pp a pour valeur 

Si le point P< est au sol, on a V,=o, ce qui donne 

'q) V-V ^''-^-"' 
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Si le fil est indéfini, la conslante A est nulle, et il vient 

o 

821. — L*intensité du courant dans le fil a pour expression 

elle devient, si le point P, communique au sol, 

et, si le fil est indéfini, 

VP? 
en appelant I^ l'intensité à l'origine du fil. 

222. Ilétistaiiee d'un condacteur dans le cas d'une déperdl- 

tiom latérale. — D'après Tcquation [ii), la résistance totale 
opposée au courant électrique depuis le point P^ jusqu'au sol, 
en tenant compte des dérivations, a pour expression 

Considérons, comme problème plus général, un fil dont 
différents points P^, P^, P3 , — sont réunis au sol par des 
conducteurs de résistance p,, p^, p3>-«« Appelons R^ la résis- 
tance totale depuis le point P^ jusqu'au sol, P^ la résistance 

à partir du point Py , ; enfin r,, r^, r^ ,. . . . les résistances 

du fil entre les points de contact successifs P<P2, PaPa» ..> etc. 
A partir du point P^ la conductibilité totale est égale à la 
somme des conductibilités que présentent les différents che- 
mins, ce qui donne l'équation 

/ \ III 
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On aurait une suite d'équations analogues, et finalement 



{'^) W=T^ 



^ f 



I 



C'est le cas des fils télégraphiques aériens quand on veut 
tenir compte de la dérivation par les poteaux. Si la dérivation 
est continue, et qu'on appelle R la résistance à partir du 
point P, R + rfR la résistance à partir du point voisin P' à la 
distance dx, les coefficients p et p' ayant les mêmes sigaifica- 
tionsque plus haut, Téquation (12) devient 



I 


I 


1 


I 




R" 


dx 


pdx 
rfR 


dx 


dR' 



ou 

R'-P?'"" 9 
L'intégrale de cette équation est 

R-hVp? ^ 

La constante C est déterminée parles conditions limites. Si 
la résistance dans le milieu extérieur à partir de Texlrémité 
du fil P^ est égale à R^, on obtient en faisant x=l, 



CHAPITRE DEUXIÈME 

RÉGIME VARIABLE 



ZtB. Application des formiaes de Fonrler. — Le problème 

de la propagation de réiectricilé dans un conducleur, lors- 
qu'on n'atteint pas un régime permanent, par exemple dans le 
cas de la décharge d'une batterie par un fil, présente de 
grandes difficultés. 

Le flux d'électricité qui pénètre dans un élément de volume 
n'est pas nul, puisque la chaîne est variable avec le temps ; 
mais on ne peut plus dire à priori si la densité intérieure va- 
rie, ou bien si elle reste encore nulle, l'accroissement de la 
charge se faisant seulement à la surface. 

En l'absence de données expérimentales suffisantes, l'idée 
la plus simple est de poursuivre l'analogie entre la propaga- 
tion de la chaleur et celle de l'éleclricité, et d'essayer l'appli- 
cation des formules de Fourier à l'état variable des conduc- 
teurs. C'est admettre implicitement que le flux d'électricité 
est en chaque point proportionnel à la force électrique en ce 
point, ou à la dérivée du potentiel de toutes les masses agis- 
santes. Cette proposition parait assez naturelle s'il est vrai 
que les forces électriques agissent réellement à distance et 
dune manière instantanée, comme on l'admet volontiers pour 
l'attraction universelle; mais, si les actions électriques se 
transmettent au contraire par l'intermédiaire du milieu am- 
biant, en vertu de ce que nous avons appelé ï élasticité élec- 
trique de ce milieu, il est nécessaire d'admettre que Télat de 
tension électrique (99, ise] s'établit de proche en proche. Un 
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effet physique de celle nature doit nécessairement exiger un 
temps fini, quelque Taible qu'il soit. Cette question du temps, 
qui ne joue aucun rôle dans tous les problèmes d'équilibre ou 
de régime permanent, pourra avoir un effet prédominant dans 
les phénomènes de Fétat variable. 

On peut admettre, en d'autres termes, que la force électri- 
que se propage avec une vitesse extrêmement grande, mais 
non infinie, ou bien que le potentiel d'une masse électrique 
se propage lui-même avec une vitesse finie. 

Dans ce cas, il est possible encore que le flux d'électricité 
en chaque point soit proportionnel à la force électrique ac- 
tuelle, mais cette force ne dépendra pas uniquement de la 
position des masses agissantes, elle dépendra aussi de la vi- 
tesse de ces masses, et les effets pourront être très différents 
suivant que la vitesse de déplacement des masses agissantes 
sera ou non du même ordre de grandeur que la vitesse de pro- 
pagation des potentiels. 

Enfin nous verrons, à propos des phénomènes d'induction 
électrodynamique, que le déplacement des courants électriques 
et leurs changements d'intensité produisent des forces électro- 
motrices nouvelles, qu'il est possible de calculer dans un cer- 
tain nombre de cas, et qui peuvent modifier beaucoup les ré- 
sultats relatifs au régime variable. 

Les deux effets que nous venons de signaler sont peut-être 
produits parle même mécanisme; nous n'en tiendrons pas 
compte pour le moment. 

Sous le bénéfice de ces réserves, nous pouvons encore appli- 
quer les formules de Fourier. De toute façon, les résultats aux- 
quels elles conduisent doivent être d'autant plus voisins de la 
vérité que les modifications de l'état variable sont plus lentes; 
en fait, ces résultats représentent d'une manière très approchée 
la propagation de l'électricité dans les câbles sous-marins et 
s'appliquent en toute rigueur aux expériences de Gaugain 
sur la propagation dans les corps très résistants, comme des 
fils de coton ou des colonnes d'huile. 

SS4. Etet Tarlftble dans un condnetenr eyUndriqiie. ^-^ Consi- 
dérons donc, dans un conducteur cylindrique, l'élément de 
volume de longueur dx compris entre deux sections infini- 
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ment Toisines S et S' (fig. 55). Le potentiel en un point P n'est 
plus une simple fonction de x, c'est-à-dire de la position de ce 
point, mais aussi une fonction du tenips t. Pendant le temps dt^ 
le gain d'électricité de cet élément de volume est égal a l'excès 
du flux qui pénètre par la section S sur le flux qui sort par la 
section S' et la perte par la surface extérieure, c'est-à-dire 

-—— rfxrff — ^V^/xrff:^ -^ — -Î7V \dxdt. 
p DjH p L? i>'>>^ P J 

L'accroissement de charge ( - "—^ — 7 V )rf^ par unité de lon- 

gueur produira une variation de potentiel dS oa — dt; on 

aura donc, en admettant que le rapport de la charge au po- 
tentiel reste égal à la capacité, comme dans les phénomènes 
d'électricité statique ou de régime permanent, c'est-à-dire que 
la charge nouvelle se porte entièrement à la surface, 

p c>ar* p' "^ :>t' 
En posant a*=YP> Téqualion devient 
(.) S-4-''V=o. 

Si la perle par la surface est négligeable, le coefficient 3' 
est nul et il reste 

Remarquons d'ailleurs que, si la perte n'est pas nulle, on 
peut poser 

l'équation (i) prend la forme de Téquation (2) et devient 
7i^\] «DU 

; — AT* = 0. 

1>X^ Dt 
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c'est-à-dire 



les poteDtiels V et Y satisfont à la même équation différen- 
tielle (2) et aux mêmes conditions limites; ils représentent 
donc la même fonction de x et de t. 

SS9. — Ainsi, pour des fils indéfinis, ce qui dans la prati- 
que équivaut à des fils assez longs pour que la durée de la 
propagation ait une valeur sensible, le potentiel V ne change 

pas lorsque le rapport conserve la même valeur; c'est 

donc une fonction de ce rapport. 

Il en résulte déjà cette conséquence établie plus haut (»•) 
que le temps nécessaire pour provoquer à la distance x un 
potentiel déterminé, ou, plus exactement, une fraction déter- 
minée du potentiel à Torigine, est proportionnel au carré de 
la distance et au coefficient o^ qui caractérise le fil. 

Dans ces conditions, Téquation (2) ne renferme réellement 
qu'une variable indépendante et, en posant 



elle devient 


4« 




on en déduit aisément 






y=KJ\ 


r- rfr + B. 



Les constantes A et B sont déterminées par les conditions 
initiales. Pour z=o, c'est-à-dire x—o ou t=z<x> , on a V=Vo; 
pour ^=00 , c'est-à-dire x— 00 ou t=o, on a V=o. 

11 vient alors 

V Jo 



X 



e-'dz 
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L^intégrale que renferme cette formule n'a pas d'expres- 
sion simple, mais elle se présente dans un grand nombre de 
problèmes, par exemple dans la théorie des probabilités, et 
on en a calculé les tables, de sorte qu'elle est bien connue 
comme valeurs numériques. 

Entre les limites o et qo , en particulier, elle est égale 

^— , ce qui donne 



(6^ 



V 2 r 



*-'*dz. 




Fig. 56 



La courbe A (fig. 56) représente les valeurs du rapport 

V o?x^ 

des potentiels ^7- en fonction de t en prenant a=— r— =z^^. 

>o 4 

L'ordonnée reste d'abord quelque temps nulle au voisinage 
de l'origine et ne commence à prendre une valeur sensible 

qu'à partir du moment oii l'on a '= .• La courbe a ensuite 

pour asymptote une parallèle à l'axe des t à une distance de 
cet axe égale à l'unité. 
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%zs. — L'intensité du courant^ à la dislance x, a pour ex- 
pression 

I— -.1^— i^ ^— Yi-L -»« ^ » 



en remplaçant -^^ par -, il vient 

pv-ï V t 



(7) 



Cette intensité est une fonction du temps: elle est nulle 
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Fig. 57 



pour t=io et pour f = oo et devient maximum quand on 
a Y = ^> c^ Q"^ donne z^— -. En appelant T l'époque du 
maximum, on a donc 



1=ia = 



— =ï?x^. 



La courbe A (fig. Sj) représente les valeurs de Texpression 

I Cl ** 

i/-e"r qui est proportionnelle à l'intensité du courant. L'é- 
poque art du maximum étant proportionnelle à ^a?, on voit 



RÉGIME VARIABLE. '253 

cpie la courbe est d'autant plus inclinée que la distance x du 
point considéré à Torigine est plus grande. 

289. CoBtacto momentanés. — SuppOSOUS qu'on n'établisse 

à l'origine du fil qu'un contact momentané avec une source 
à potentiel constant, c'est-à-dire que cette extrémité ne soit 
portée au potentiel V^ que pendant un temps très court t et 
ensuite reliée avec le sol. 

Le potentiel en un point quelconque s'obtiendra en super- 
posant deux <;lats, le premier dû au potentiel permanent V^ 
établi à l'origine du fil au commencement du temps, le second 
au potentiel permanent — V^ établi seulement à l'époque t. 
La valeur du potentiel à la distance x relative à chacun des 
états est une même fonction du temps écoulé depuis l'établis- 
sement, à l'origine du fil, du potentiel correspondnnt; le po- 
tentiel résultant U est donc égal à V(f) — V(f — t). Si Ton sup- 
pose le temps t infiniment petit, il vient 

U = V(r)-V(e-,)=,-=,^.-. 
On en déduit 

La valeur de U n'est plus alors une simple fonction de z^. 
En représentant par 9 la fonction 

t 'it'i 

on peut écrire 

S80. — On peut d'ailleurs déterminer graphiquement la 
valeur de vr- en prenant la différence des ordonnées de la 

o 

courbe A (fig. 56) et d'une autre courbe identique qui aurait 
été déplacée vers la droite d'une quantité t. Les courbes \,\\, 
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111, IV, V représentent le résultat de cette superposition pour 
des valeurs de t égales respectivement à a, aa, 3a, 4^, 5a. 

On voit, par cette construction et par la formule, que la com- 
munication momentanée de l'extrémité du fil avec une source 
à potentiel constant donne lieu à une sorte &onde électrique 
qui se propage suivant une loi assez complexe et s'étale à me- 
sure qu'elle se propage. 

On obtiendrait de même les intensités correspondant à des 
contacts momentanés : les courbes 1, II, 111 (Og. 5y) représen- 
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F ig. 5,S 

tent la loi des intensités en un point pour des contacts de du- 
rées respectivement égales à a, 2a, 3a. 

«ai. — L'époque T^ du maximum de potentiel pour Tonde 
relative à un contact infiniment court est déterminée par la 
condition 





3U 


OU 


1^ = 


Comme on a 









Dt \ 2/ f 
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le maximum a lieu pour 2z^ = 'i, ou 



Ce temps T^ correspond au point d'inflexion de la courbe A 
(fig. 56), puisque la condition V" — ^ équivaut à — -j=o; il est 

vt et 

le tiers du temps T nécessaire pour avoir en ce point l'inten- 
sité maximum, avec un potentiel constant à Torigine du fil. 

Le temps T^ peut donc être considéré comme exprimant la 
durée de propagation d'une onde électrique, 

tas. — On peut déterminer, de même, par une construc- 
tion graphique ou par le calcul, Tonde qui résulterait de la 
communication alternative de Torigine du fil avec des sources 
à potentiels -hV^ et — V„, pendant des temps égaux ou iné- 
gaux. Les courbes de la figure 58 correspondent ainsi de con- 
tacts alternatifs qu'on peut résumer dans le tableau suivant : 



Courbes. 


Durccs 


des contacts 




-h 


— 


I 


fi 


n 


11 


a 


a 


111 


ia 


ia 


IV 


ia 


a 


V 


Za 


ia 


VI 


ia 


a 


vil 


Za 


ia i 



On voit qu'en choisissant les durées de ces contacts, on peut 
obtenir une onde beaucoup plus courte que par un contact 
unique. Le fil est donc rapidement amené à Tétat neutre après 
le passage de l'onde; c'est le problème que l'on se propose de 
résoudre pour les transmissions télégraphiques. 

Pour construire la courbe de contact t, il suffit d'ajouter al- 
gébriquement les ordonnées de la courbe A et d'une autre 
courbe —A, dont l'origine est déplacée de t. La courbe rela- 
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tive à un contact suivant x de signe contraire s'obtient de 
même par les ordonnées des courbes — A^ et -hA-^.^. La 
courbe relative aux contacts t et t' de signes contraires s'ob- 
tiendra donc par la somme des ordonnées des trois courbes 
A — aA^-hAx-hx'; on évitera ainsi la construction séparée des 
courbes relatives aux différents contacts. 

283. — Dans le cas général, le potentiel V^ à l'origine du fil 
ne passe pas subitement de zéro à une valeur constante, c'est 
une fonction continue F(0) du temps 6, compté à partir du mo- 
ment où l'éleclrisation commence. L'élément d\] du potentiel 
à la distance j: et à Tépoque t qui correspond au potentiel Y^ 
établi pendant le temps rfo et à l'époque à l'origine du fil 

est égal (229) à — U o(f — e)<iO. Si la durée totale d'électrisa- 
tion estt, on aura donc pour le potentiel résultant 






On doit remarquer toutefois que cette expression n'a de 
sens que pour les valeurs de t supérieures à t. 

Si le potentiel à l'origine varie périodiquement suivant une 
loi simple, s'il est représenté, par exemple, par V^sina/zf, 
Tétat électrique déGnitif du fil en chaque point varie évidem- 
ment suivant la même période. Le potentiel à la distance x 
peut être exprimé par la formule 

V=:V^Asin(/i« — Ax), 

dans laquelle h est une constante et A une fonction de x. En 
substituant dans l'équation (2), on trouve finalement 

(9) V = V^e-«^V«sin(2wf — xa\//î). 

Une phase déterminée du potentiel à l'origine se transmet 
donc le long du fil avec une vitesse constante égale à — ^- 
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Dans ce cas, on peut dire qu'il y a une vitesse de propagation 
régulière, mais cette vitesse dépend de la période d'oscilla- 
lion électrique; le temps nécessaire pour parcourir une lon- 
gueur déterminée est proportionnel à a, et non à a^, comme on 
lavait trouvé pour la durée de propagation relative considérée 
plus haut (225). 

Si rélectrisation à Torigine suit une loi plus ou moins com- 
plexe et que Texpression du potentiel initial soit décompo- 
sable en une série de termes périodiques simples, le potentiel 
dans le fil sera représenté par une série d'ondes élémentaires 
correspondantes ; mais ces ondes se propageront avec des 
vitesses différentes, et il se produira une sorte de dispersion 
électrique analogue au phénomène que présente la propaga- 
tion de la lumière dans un milieu rérringent. 

234. — Supposons que le potentiel à l'origine V^ ait alter- 
nativement des valeurs constantes égales et de signes con- 
traires, pendant des temps très petits et égaux t, et que Topé- 
ration soit répétée un nombre impair de fois, 2n+i par 
exemple, c'est-à-dire 

-hV„ de o à T, 
— V de T à 2T, 

-t-V de 2: à 3t, 



-V^ de 0.111 à (2/t-hi)T 



On a alors 



U 

L sir. 






Les différentes valeurs de la fonction ? (^ — 6) sont : 
Pour le i" contact -ho(^ — o) =-+-<p(0, 

{in H- 1 )• + ?(^ — 2//t) — -t- ^(t) — 2/IT9 (t) . 

iltctr. eiMagn, 1—17 



258 COURANTS ÉLECTBIQUES. 

Ajoulaal toutes ces équations, il vient ^ 

2:%(^-e)=?W-«VW=?(0[.-y(~''-^)], 

et, par suite, 

Le maximum de la valeur de U à la distance x se produit 
à l'époque T„ déterminée par la condition 

DU 

qui donne 

[ia \r Z HZ fia \1 /K/4a A 

Si on remplace f , dans tous les termes qui contiennent t en 
facteur, par la valeur approchée -tt- qui correspond au maxi- 
mum T| de la première onde, il vient 

ou enfin 

T„=T^-/iT. 

Le temps au bout duquel a lieu le maximum diminue donc 
à mesure que le nombre des contacts augmente; les ondes 
sont ainsi raccourcies et la durée du phénomène se trouve 
notablement diminuée. 

Une série d'un nombre impair de contacts alternatifs très 
courts et d'égales durées produirait donc le long du fil une 
perturbation de même sens mais beaucoup plus courte que 
celle d'un contact unique. 
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2o9 



9S5. — Pour un contact de durée infiniment petite t, le 
potentiel en un point à l'époque t est 

L'intensité du courant a pour valeur 

OU 

1 Vo T a /a\U a \ _« 
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Fig. 59 

On vérifie aisément que le maximum, déterminé parla con- 
dition -- = o, a lieu pour 

vt 

z^=^ = 3, ou t=^,. 

t i 

La courbe l (fig. Sg) représente les valeurs de l'expression 
qui est proportionnelle à l'intensité du courant. 
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2a«. Fil limité. — Pour passer au cas (l*uq fil OË (Qg. 60) 
de longueur liuiilée /, dont l*extréniité Ë communique avec 
le sol, considérons un fil indéfini X'X cl supposons sur ce fil 
deux séries de sources 0,, 0^ •••, 0', 0", C^ •• , à des dis- 
tances successives égales à 2/; les premières 0,, 0^, ••• sont 
identiques à la source donnée qui existe au point 0, et les 
autres 0\ 0', 0", ••• ont la même valeur numérique chan- 
gée de signe. 

Toutes ces sources, et 0', 0^ et 0", • • • élant deux à deux 
symétriques par rapport au point Ë et de signes contraires, 
le potentiel en E sera toujours égal a zéro. De même, toutes 
les sources ajoutées, 0, et.O', 0^ etO% ••• sont deux à deux 
symélriques par rapport au point et de signes contraires : 
le potentiel en ce point ne dépendra que de la source qui s'y 
trouve. La portion OE du fil indéfini est donc dans le même 
élaît que si elle élait seule. 

^'intensité du courant au point P, silué sur le fil OE à la 

X' o> o^_ E 0' 0^ 0- X 

Fig. 60 

dislance x de l'origine 0, est la somme algébrique des inten- 
sités qui seraient produites en ce point par toutes les sources 
supposées sur un fil indéfini. 

Si toutes les sources sont portées au potentiel constant V^ 
on aura («20), pour la portion de Tintensité due à la source 0, 

. VoX _^ Voa .y . 

r 

Pour les sources situées à gauche, il suffira, dans cette 
expression, de donner successivement à x les valeurs x-h2/, 
x-f-4/, .. .0.4- 2/1/, ... Les sources 0', 0", 0", .«• donneraient 
des courants "de sens contraires aux précédentes si elles 
étaient au potentiel V^, mais, comme elles ont été changées de 
signe, les flux d'électricité qu'elles produisent sont encore de 
même sens; on devra donc aussi remplacer x par 2/ — x. 
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il—jc. ■■■,.-iiU—x\ ..., ce qui donne pour l'intensité I, 

pv- 



\^^\..^JUl+X)^J\^l+x)+J\x)+J\-,l~x)+J\é^l-T)+..\ 



Lorsque Ton fait x=l^ c'est-à-dire quand on considère le 
phénomène au point E, à rcxlrémilé du fil qui communique 
au sol, Texpression se simplifie, et Ton voit immédiatement 
que rintensilé est double de celle que donneraient toutes les 
sources de gauche. On a donc 

I =: = \ C it -j-e kt c 



=: = I C 4/ 



£q posant e-—=:v, il vient 



pv -^ L 



j^+^)*. 



LMntensité est nulle d'abord, puisque v est nul quand t est 

Vo 

égal à zéro; elle croît ensuite vers la valeur limite — ^. 

La courbe représentée par celle série serait assez facile à 
calculer, parce que les termes vont rapidement en décroissant 
lorsque v diffère sensiblement de l'unité. 

217. — Toutefois sir W. Thomson a résolu le problème à 
Taide d'uneaùtre sérié plus facile à discuter qui âe déduit 
directement de Féquation (4) de Fourier. 

D'après cette formule, l'intensité du courant ai la distance x 
de l'origine a pour expression 

p c\r pi l ^„=, / J 

Pour l'extrémité du fil qui communique avec le sol, x^l et 
il vient 

1— -—-H-aX e ««/l'cos/iz . 

pi L n=l J 
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En donnant à n les valeurs successives i , 2, 3, • • • , le cosinus 
prend alternativement des valeurs égales à — i et 4- 1 . Si l'on 
pose, pour abréger, 



on obtient 

V„ 






(12) i=j^ri-2(u-u^4-i/»- zpii«* )]=F(t). 



Pour des valeurs de t très petites, u tend vers Tunité, la 
série comprise entre parenthèses est égale à - et Tintensilé 
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Fig. 61 

du courant nulle. A mesure que le temps augmente, u dimi-- 
nue, la série tend vers zéro, et Tintensité du courant croit 

Vo 

jusqu'à la valeur limile -^. La série est d'ailleurs facile à cal- 

p/ 

culer : d'.iprès sir W. Thomson, elle ne diffère d'une manière 

appréciable de sa valeur maximum qu'à partir du moment 

3 
où u est supérieur à -7. En appelant a' l'époque à laquelle cette 

valeur est atteinte, on a 



3 _ii1l 



ou 



-^'■(D- 
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Oq peut écrire alors 

^3N 






La courbe A (Og. 61) représente, en fonclion du temps et 
en prenant pour unité l'intensité finale, la courbe de Tinten- 
sitédu courant produite à Textrémité du fil qui communique 
au sol par un potentiel constant établi a Tautre extrémité. 

tS8. Coatacto moMeatanéfl. — Pour obtenir Tintensité qui 
correspond à la communication du fil avec une source à poten- 
tiel constant V^ pendant un temps -c, il suffirait, comme pour 
le cas du fil isolé, de calculer Texpression 

\.=F{t)-F{t-,), 

OU de construire géométriquement la courbe dont l'ordonnée 
en chaque point est égale à la différence des ordonnées des 
deux courbes F[t) et F(f— t). 

Les courbes 11, 111, IV, V, VI, Vil (fig. 61), représentent 
ainsi les intensités qui proviennent de contacts dont les durées 
sont respectivement égales à 2a', 5a\ , ya. Le phéno- 
mène se présente encore comme une onde électrique ou une 
impulsion momentanée à Textrémité du fil. 

Si la durée du contact est infiniment petite, la courbe d'ar- 
rivée de l'intensité est représentée par l'équation 



qui donne 



f^_ f^ du 
dt~^ du dt 



-^'^•^,{n-W^^u^---^nh,'"±..). 



Cette intensité est représentée par la courbe B (fig. 61). Elle 
est maximum lorsqu'on a -7- — o, c'est-à-dire 

u — I 6//^ + 8 1 w^ qr /i^l/"* — o, 



264 COURANTS ELECTRIQUES. 

équaiioD qui donne sensiblement 



-©• 



ou 



t = 3a'. 



2S9. — Enfin, pour raccourcir les oncles à TarriTée et 
décharger le fil, on pourra encore mettre i*origine du fil 
alternaliyement à des potentiels égaux et de signes contraires. 




Fig. 63 

pendant des temps égaux ou inégaux, en la reliant avec Tud 
des pôles d'une pile. 

Les courbes I, II et III de la figure 62 représentent les ondes 
d'arrivée des contacts alternatifs suivants : 



Courbes. 




Durées des contacts. 
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Sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, pour le 
moment, sur cette question importante, on voit quelle est la 
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nature du problème et quelles sont les méthodes que Ton peut 
utiliser pour accélérer la Iransmission des signaux dans les 
câbles électriques. 

240. Emploi des coadeaMitoars. — Ajoutons encore que, 
dans la pratique, on a trouvé très avantageux de maintenir le 
câble constamment isolé en reliant chacune de ses extrémités 
avec un condensateur. La pile de charge électrise Tune des 
armatures du condensateur, placé au poste de départ; l'autre 
armature, qui communique avec le câble, s'électrise en signe 
contraire, et un flux de même signe que celui qu'aurait donné 
Ja pile se porte sur la première armature du condensateur 
situé à l'autre bout. La seconde armature de ce condensateur 
communique, par exemple, avec un électromètre, ou est reliée 
au sol par un galvanomètre. 

Si le contact à Torigine est continu, Télectromètre tend vers 
une déviation maximum; le galvanomètre donne une dévia- 
lion croissante d'abord et revient ensuite au zéro, de sorte que, 
même pour un contact permanent, le phénomène se présente 
déjà sous la forme d'une onde électrique. On conçoit aisément, 
d'après cela, que des contacts momentanés et alternatifs con- 
venablement choisis peuvent produire des ondes notablement 
plus courtes que si le fil eût été électrise directement par la 
pile de charge. 

241. Propairation daafl les diélectriques. — LeS COnséqueUCeS 

de la formule de Fourier appliquée à Télat variable trouvent 
leur vérification, comme on Ta déjà dit, pour les bons con- 
ducteurs dans les phénomènes que présentent les câbles trans- 
atlantiques et, pour les conducteurs médiocres, dans les expé- 
riences de Gaugain. La formule parait donc générale et on est 
conduit à l'appliquer aux diélectriques, qui ne sont jamais, 
d'une façon absolue, dénués de conductibilité. 

Un diélectrique soumis à l'action d'une force électromo- 
Irice peut être considéré comme étant à la fois le siège d'un 
phénomène de polarisation et d'un phénomène de conduction 
soumis aux lois ordinaires. 

Supposons le diélectrique isotrope et soient \k son pouvoir 
inducteur et c son coefficient de conductibilité. L'équation gé- 
nérale de rinduction (ito) appliquée à un élément de volume 
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dsf situé en un point où la densité est p donne 

|j!.AV + 4^p=o. 

D'un autre côté, la \arialion de la charge cl\dvdt de l'é- 
lément pendant le temps dt produit un accroissement corres- 
pondant de densité, ce qui donne Téquation 



on en déduit 



et, par suite. 



'^v4^ 



\K C Clt 



pz=Ae"" i* =:Ae T, 
en posant T=: "7^. 

Cette équation montre que la densité p décroit d'une ma- 
nière continue, et, par suite, que si, pour une cause quel- 
conque, le diélectrique a reçu une charge intérieure, il ne la 
gardera pas indéfiniment; celte charge finira toujours par 
être purement superficielle, comme celle d'un bon conduc- 
teur, résultat évident à priori. 

S48. Résidii0 d«0 condonMieuM. — Les phénomènes d'ab- 
sorption et de charges résiduelles auxquels donnent lieu les 
diélectriques ne sauraient être considérés comme des effets de 
leur conductibilité propre. Examinons, en effet, à ce point de 
vue, la suite des phénomènes auxquels donnent lieu la charge 
ou la décharge d'un condensateur. 

Soient C la capacité du condensateur, R la résistance du 
diélectrique, E la différence de potentiel des deux armatures 
à l'instant t, r la résistance du circuit qui réunit extérieure- 
ment les deux armatures, E, la force électromotrice d'une 
source intercalée dans ce circuit. L'accroissement de charge 

CdE du condensateur pendant le temps dt est égal à l'excès du 

p p 

flux d'électricité — ^-; — dt fourni par la source sur le flux 
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E 

Ttrft qui traverse le diélectrique. 11 en résulte Téquation 

et, |>ar suite, 

E=E.ji.(._„-^). 

en posant T, :.. j^-^. 

Supposons qu*à Tinstant t^ on rompe le circuit et qu'on 
abandonne l'appareil à lui-même pendant un temps t^, Té- 
quation (i3) se réduit à 

K dt 

en désignant par E^ la diiïérence du polentiel qui existait 
au temps t^ entre les armatures, par E^ celle qui existe à l'in- 
stant f|4-^3 et posant T^^CR, on a 

E,=zE,e"îl. 

Supposons enfin qu'on décharge le condensateur en réunis- 
sant les deux armatures par un conducteur de faible résis- 
tance p, on aura Téqualion 

E E pf/E 

et, au bout d'un temps fj, c'csl-à-dire à Tépoque ^i-h^j-hfj, 

Ea — E^^-fï, avec T» = 7; — -- 
^ ^ ^ K-hp 

La perte totale du condensateur pendant le temps ^3 est 
C(E2 — E3); la portion qui traverse le circuit extérieur et con- 
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slilue la décharge Q est égale à C(E^--E3) rz , ce qui donne 

Il ~T~ p 

finalement 

Pour avoir la décharge complète, il suffit de faire ^3 = 00 ; 
on voit qu'on arrive à celle décharge complèle d'une ma- 
nière continue et sans aucune des allernativcs auxquelles 
donnent lieu les condensateurs. 

Maxwell a montré qu'un système formé de couches diélec- 
triques parallèles, et même d'éléments diélectriques différents 
mêlés d'une manière quelconque, est capable de donner lieu 
à des charges résiduelles, bien que chacun des diélectriques 
constituants soit dénué de cette faculté. Mais le défaut d'ho- 
mogénéité ne paraît pas être la seule cause du phénomène, et 
l'expérience montre que l'existence des charges résiduelles 
doit être attribuée, dans le plus grand nombre des cas, à une 
espèce de déformation élastique qui serait la suite de la pola- 
risation du diélectrique. Il est, en effet, à remarquer que 
toutes les actions, telles que des chocs répétés, des vibrations, 
des variations brusques et en sens contraires de la tempéra- 
ture, qui facilitent le retour à l'état normal d'un corps qui a 
subi une déformation élastique permanente, iiâtent égale- 
ment l'apparition des charges résiduelles et le retour à l'étal 
naturel. 

La propagation de la chaleur ne donne lieu à aucun phé- 
nomène que l'on puisse rapprocher de la charge résiduelle 
des diélectriques, et, sous ce rapport, l'analogie, si grande 
d'ailleurs, des deux ordres de phénomènes parait complète- 
ment en défaut. 



CHAPITRE TROISIEME 



ÉNERGIE DES COURANTS 



^1:3. lléirac«n«Bt<i««ii*i«ar* — Lorsqu'un système de con- 
ducteurs éleclrisés éprouve une modification quelconque, sans 
l'inlervenlion d^aucune force extérieure, l'énergie électrique 
d^ns le second étal est nécessairement moindre que dans le 
premier. L'énergie perdue pendant la transformation peut 
être utilisée sous une autre forme équivalente, telle qu'un 
travail mécanique, l'élévation d'un poids, l'accroissement de 
force vive d'un système, un changement d'état physique, une 
opération chimique ou enfin un dégagement de chaleur. 

Pour toute transformation infiniment petite du système con- 
sidéré, la perte d'énergie est égale a la somme des produits de 
chacune des masses électriques par la différence des valeurs 
du potentiel aux points qu'elle occupe avant et après la trans- 
formation. Dans le cas d'un courant permanent, le potentiel 
est invariable en chaque point, malgré le mouvement continu 
d'électricité; il en résulte que l'énergie perdue dans une par- 
lie quelconque des conducteurs est simplement proportion- 
nelle au temps. 

Considérons deux points A et B maintenus respectivement 
aux potentiels V| et V^, et, sur les surfaces de niveau qui pas- 
sent en A et B, deux portions S^ et S^ correspondantes, c'est- 
à-dire découpées par un même tube de flux. La quantité d'é- 
lectricité qui traverse ces deux surfaces est la même; l'énergie 
perdue par le courant dans cet intervalle pendant Tunité de 
temps est égale au produit de la masse d'électricité qui s'é- 
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coule, c*esi à-dire de riaiensiié 1 du courant, par la chute du 
potentiel V^ — V^, si le courant va de A en B, c'est-à-dire par 
la force électromotrice E qui existe entre ces deux points. On 
a donc, pour la mesure de l'énergie perdue, 

W-I(V,-V.)-1E. 

Nous admettrons comme un fait expérimental qu'aucune 
partie de cette énergie n'est employée à changer la force vive 
des masses électriques. Le fait est évident si les surfaces S| et 
Sj sont égales, puisqu'alors les vitesses sont les mêmes à l'en- 
trée et à la sortie du tube. Pour le cas général, nous avons déjà 
fait remarquer que le Qux est en chaque point parallèle à la 
force et que, par suite, aucun effet attribuable à l'inertie des 
masses électriques ne parait intervenir dans les phénomènes 
de régime permanent. 

Si^ d'un autre côté, le conducteur est immobile, au moins 
dans son ensemble, et, enfin, si le courant ne produit aucun 
travail mécanique extérieur^ l'énergie est nécessairement utili- 
sée dans le conducteur lui-même. 

244. JLoi de dro«ie. — Deux cas peuvent se présenter : ou 
bien la chute de potentiel entre les points A etB est continue 
et s'effectue suivant la loi d'Ohm; ou bien il se trouve quel- 
que part, dans l'intervalle de ces points, deux surfaces voi- 
sines entre lesquelles existe une chule brusque de potentiel, 
constante et indépendante de l'intensité du courant, c'est-à- 
dire une force électromotrice constante H. La manière dont 
l'énergie électrique se dépense le long du conducteur dépend 
de la loi de variation de potentiels et n'est pas identique dans 
les deux cas. Partout où la variation de potentiel est conti- 
nue, l'énergie se dépense d'une manière continue; elle se 
transforme en énergie calorifique et donne lieu à un dégage- 
ment de chaleur le long du conducteur. Là où existe une chute 
brusque de potentiel, il y a une variation brusque de l'éner- 
gie électrique qui se traduit soit par un phénomène calorifique 
soit par tout autre effet physique équivalent. 

Considérons d'abord le premier cas et supposons qu'il o'y 
ait pas de variations de potentiel indépendantes du courant. Si 
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R est la résistance du conducteur entre deux points A et B, la 
loi d*Ohm donne 

K ~K' 

L'expression de l'énergie dépensée entre les deux points est 
donc 

n 

Ainsi, r énergie calorifique dégagée sur le conducteur pen- 
dant t unité de temps est égale au produit du carré de r intensité 
du courant par la résistance du conducteur. Si l'on appelle Q 
la quantité de chaleur, telle qu'on peut la mesurer par les 
procédés calorimétriques, et J l'équivalent mécanique de la 

calorie, on a donc 

PR=rJO. 

La quantité de chaleur dégagée est proportionnelle à la ré- 
sistance du conducteur et au carré de F intensité du courant. 
C'est la loi de Joule, 

845. ■•latloB dM lois d'Ohm et de dToale. — On peut arri- 
ver à ce résultat par une autre voie : 

Considérons un conducteur de capacité C, une batterie 
par exemple, électrisé au potentiel V : l'énergie potentielle a 
pour valeur (99) 

W^-MV=-CV^ 



Supposons que cette batterie soit reliée au sol par un fil 
d'une résistance R assez grande pour que la décharge ait une 
durée appréciable. Pendant le temps dt^ il s'écoule une masse 
d'électricité ^M, et le potentiel diminue de cTV; on a 

d'SL^Ut^CdV , 
et la perte d'énergie pendant le même temps est 
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La loi d'Ohm est applicable si rinteosité du courant resle 
sensiblement constante pendant le temps dt\ il en résulte 

^=1 



et 



1121— IV — [2R — -_ 



c'est-à-dire que l'énergie dépensée pendant Tunitéde temps 
est exprimée par la loi de Joule. 

Nous venons de déduire la loi de Joule du principe de la 
conservation de Ténergie et de la loi d'Ohm. On pourrait 
inversement déduire la loi d'Ohm du même principe com- 
bine avec la loi de Joule. En effet, la loi de Joule donne 

On a d'ailleurs 

W=-EI; 
il en résulte 

E^IR, 

c'est-à-dire la loi d'Ohm. 

24e. — Nous ferons remarquer que, dans un circuit com- 
plexe qui ne renferme pas de forces électromotrices localisées, 
la quatitité de chaleur développée est tm minimum lorsque la 
distribution des intensités est régie par la loi d'Ohm, 

Imaginons, par exemple, qu'il existe entre les points A et B, 
aux potentiels V| et Vg, une série d'arcs conducteurs (fig. Sa). 
Soit U la résistance de l'un d'eux et 1 l'intensité déduite de la 
loi d'Ohm, c'est-à-dire telle qu'on ait IR— V| — V^—E, et sup- 
posons que par une altération du régime l'intensité dans ce 
conducteur devienne l-h/'. 

La quantité totale de chaleur développée dans le nouveau 
système aura pour expression 
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mais le produit RI est une constante pour chacun des arcs, et, 
d'autre part,^]' est nécessairement nul si le courant qui abou- 
tit au point A n'est pas modiQé ; la quantité de chaleur se ré- 
duit donc à 

2]rp4-2:r^^ 

et elle est éyidemment minimum pour 1=0, c'est-à-dire 
quand l'intensité se partage sur tous les arcs d'après la loi 
d'Ohm. 

S49. FhéBomèae de Feltler. — SuppoSOUS maintenant 

qu'entre les deux points A et B, toujours maintenus aux mêmes 
potentiels V, et Vj, la valeur du potentiel au lieu de varier 
proportionnellement aux résistances, éprouve en un point P 
entre deux surfaces voisines une chute brusque U|--l}2=M 
indépendante de l'intensité du courant; cette intensité n'aura 
plus la même expression que dans le cas précédent. 

En appelant R^ et R^ les résistances des deux portions AP 
et PBy on a alors (aïo) 

l_ V.-U| _ U>-Va _ V.-V.-(U.-U.) E-H 
*"" R, "" R^ ■" R,4-R, -"TT" 

L'énergie totale dépensée entre les points A et B est 

W=I(V^-V,)=1E, 
ce qui donne 

W=I(1R4-H) = FR4-IH. 

Cette énergie se compose donc de deux parties : l'une, pro- 
portionnelle au carré de l'intensité et qui échauffe le conduc- 
teur dans toute la longueur, correspond à la loi de Joule; l'au- 
tre, proportionnelle à l'intensité, est localisée au point P. Celte 
dernière partie est positive, si la chute se fait dans le sens du 
courant, et négative dans le cas contraire. S'il n'y a pas d'autre 
travail que celui qui correspond aux changements de tempé- 
rature, cette énergie se traduira par un dégagement de cha- 
leur en P dans le premier cas^ par une absorption de chaleur 
Électr. et Mugn, 1 — 18 
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dans le second, c'est-à-dire par un refroidissement. Tel e< 
l'effet, connu sous le nom de phénomène de Peltier^ qui se pro 
duit au contact de deux métaux. 

Il peut se faire aussi que Ténergie localisée IH soit corrc 
lative d'une réaction chimique, la réaction dépensant de 1 
chaleur si H est positif, et produisant au contraire de la cha 
leur si H est négatif, de telle sorte que les variations de tero 
pérature soient alors dues uniquement à la chaleur dégagé 
en vertu de la loi de Joule. 

848. — La réciproque des conclusions que nous venon 
d'établir est évidente. Si, en un point P quelconque du cir- 
cuit, on constate la production d'un phénomène caloriGque oi 
chimique dont l'énergie est proportionnelle à Tintensité do 
courant, on peut afCrmer qu'il existe en ce point une varia- 
tion brusque du potentiel, positive ou négative suivant le 
signe du travail, et que cette variation est indépendante de 
l'intensité. Si, de plus, le travail change de sens avec le cou- 
rant, on en conclura que la variation de potentiel corres- 
pondante est fixe et indépendante du courant. 

Considérons, en particulier, ce dernier cas; soit r la résis- 
tance de la région où se manifeste la chute de potentiel, el 
supposons qu'il n'y ait au point considéré que des phéDO- 
mènes calorifiques. La quantité de chaleur dégagée se com- 
pose de deux parties : l'une, définie par la loi de Joule, a pour 
expression IV et est indépendante du sens du courant; l'autre, 
due à l'effet Peltier, a pour valeur IH et change de signe avec 
le sens du courant. Si le courant passe dans un sens, la quan- 
tité totale de chaleur dégagée est 

'h(-+1h)- 

et, s'il passe en sens contraire. 



-'«(-'ff)' 



A mesure qu'on fera décroître l'intensité, le terme I^ de- 
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Tiendra de plus en plus petit, TefTet Peltier sera prédominant, 
et le renTersement du courant tendra de plus en plus à pro* 
duire des effets égaux et de signes contraires. 

Une question se présente ici i propos du phénomène de 
Peltier. L'effet calorifique que Ton observe pendant le passage 
da courant, i la soudure des deux métauXi mesure la chute 
brusque de potentiel qui existe en ce point, et semble devoir 
mesurer, par conséquent, la force électromotrice de contact 
qui existe entre eux d*après la théorie de Volta. Le résultat 
qu'on obtient ainsi concorde-t-il avec celui que donnent les 
autres procédés, l'emploi des électromètres, par exemple? 

L'expérience répond d'une manière négative à celte ques- 
tion : non seulement les séries de nombres obtenus par les 
deux procédés ne sont pas concordantes, mais les corps ne 
s'y trouvent pas rangés dans le même ordre ; les nombres 
des deux séries ne sont pas du même ordre de grandeur, ils 
sont même parfois de signes contraires. Il est donc certain 
que dans les deux cas on ne mesure pas le même phénomène. 
L'explication la plus plausible de ce désaccord est que, dans 
les mesures électrostatiques, on se trouve en présence d'un 
phénomène complexe dans lequel la nature du milieu, néces- 
sairement interposé entre les métaux en contact, joue un rôle 
eoQsidérable. 

M». BéMsiposiiioM ehimUaM. — Toutes les fois qu'un 
composé liquide est traversé par un courant, il se dédouble : 
OQ voit Tun des éléments apparaître sur le conducteur qui 
amène le courant, Tautre sur celui qui l'emporte. Faraday a 
désigné ce phénomène sous le nom A'électrolyse; il appelle 
électrolyte le corps soumis à la décomposition et électrodes 
les deux conducteurs qui servent à l'entrée et à la sortie du 
courant, le premier étant l'électrode positive et le second 
l'électrode négative (i). 

Deux conditions sont nécessaires pour la production de 
Télectrolyse : il faut que le courant puisse traverser le com- 

(0 Finday appoUe anoie le condaeteor qui amène le conrant, cathode celui 
par lequel il sort; il donne le nom dVoni aux éléments de la décomposition. 
y^onion se dégage sur Tanode, le cation sur la cathode ; mais ces dernières dé- 
nominations n*ont pas été, comme les Premières, généralement adoptées. 
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posé et que celui-ci soit liquide ou tout au moins à Téta 
pâteux. Ainsi le Terre au rouge donne des signes éridents de 
décomposition, parce qu*il devient à la fois conducteur el 
pâteux. 

Il est extrêmement remarquable que les produits de la dé' 
composition n'apparaissent que sur les électrodes. Qausius, 
déyeloppant une théorie proposée d*abord par Grotthus^ inter 
prête ce phénomène d*une manière ingénieuse. Pour lui, les 
molécules qui composent les corps sont dans un état d'agita^ 
tion continuelle; mais, tandis que les excursions de chaque 
molécule sont limitées dans les solides, ces excursions, dans 
les liquides, peuvent se poursuivre sans limite et suivant des di- 
rections quelconques. Ainsi la molécule d'hydrogène qui fail 
partie d'une molécule d'eau n'est pas liée invariablement à 
la molécule correspondante d'oxygène; mais, entraînée dans 
un tourbillonnement incessant, elle peut quitter cette pre 
mière molécule d'oxygène pour s'unir à une molécule voi- 
sine et se transporter ainsi) par voie d'échanges successifs, à 
des distances inCniment grandes par rapport au rayon d'acli- 
vité. Dans l'état ordinaire, ces mouTements ont des directions 
absolument quelconques; le passage de Télectricité aurail 
pour effet de leur imprimer une tendance systématique, en 
vertu de laquelle les molécules d'hydrogène descendant le 
courant seraient poussées vers Télectrode négative ; celles d'o- 
xygène, au contraire^ remontant .le courant, marcheraient 
vers l'électrode positive. 

860. Première loi de Faraday. — Le9 premières expériences 
de décomposition de Teau par l'électricité paraissent dues à 
Troostwik et Dieman en 1795. Us employaient Tétincelle des 
batteries parlant entre deux fils d'or ou de platine. L'eipê- 
rience fut répétée en 1800 au moyen du courant de la pile par 
Carlisle et Nicholson. Quand on veut opérer avec des étin- 
celles, il y a grand avantage à employer les électrodes dites 
à la WoUaston^ et qui consistent en un fil de platine soudé 
dans un tube de verre de manière à ne laisser en con- 
tact avec le liquide que la section même du fil. Wollaston, 
Faraday, Armstrong, ont démontré que l'effet de l'étincelle 
est identique à celui de la pile. Quelle que soit la provenance 
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de rélectricité, la quantité cTeau décomposée est proportion^ 
nelle à la quantité d électricité qui passe. 

Cette loi, énoncée par Faraday, a été surtout Térifiée par la 
mesure électromagnétique des courants; mais la détermina- 
tion directe du débit d'électricité par les méthodes électrosta- 
tiques permet également d'en donner une démonstration très 
exacte. Dans des expériences récentes, M. Warren de la Rue 
a fait passer à travers Teau les décharges d'un condensateur 
chargé à des potentiels dans le rapport de i, a, 3 et vérifié, 
<l*une façon très rigoureuse, la proportionnalité de la quantité 
d'électricité à la quantité d'eau décomposée. Cette propor- 
tionnalité permet de considérer les électrolytes comme des 
mesureurs d'électricité; on appelle voltamètre un appareil 
disposé de manière à recueillir les gaz qui proviennent de la 
décomposition de l'eau. 

851. — Le travail de la décomposition chimique étant pro- 
portionnel à l'intensité du courant, il résulte de la remar- 
que faite plus haut, qu'il doit exister quelque part dans le 
voltamètre une chute brusque de potentiel H, indépendante 
de l'intensité. L'énergie rendue disponible par la chute du 
courant en ce point est employée à la décomposition de l'eau 
et peut être calculée en valeur absolue. 

Soit M la quantité d'électricité qui a traversé le voltamètre 
pendant un certain temps, et P le poids d'eau décomposée. 

p 
Ces deux quantités étant proportionnelles, le quotient t^^p 

exprime le poids d'eau décomposée par l'unité d'électricité. 
Eafin, en désignant par a la chaleur de combinaison de l'u- 
nité de poids d'eau à pression constante, JaP représente l'éner- 
gie nécessaire pour décomposer un poids d'eau égal à P. Cette 
éoergie étant fournie par la chute du courant, on doit avoir 

W=MH=JaP; 
on en déduit 

Ainsi, entre les deux électrodes d'un voltamètre traversé 
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par un courant il existe, outre la différence de potentiel due 
à la résistance du conducteur liquide intermédiaire, une chute 
brusque, dont le siège est indéterminé, qui peut se produire 
soit tout entière sur une électrode, soit partiellement sur les 
deux, et qui a pour expression numérique le travail méca- 
nique correspondant à l'énergie absorbée par la quantité 
d'eau que décompose une unité d*électricité. 

252. FoiariMàiUB deséieoiro^M. — Par quel mécanisme se 
produit cette différence de potentiel? Il est évident qu'avantle 
passage du courant les deux électrodes, si elles sont formées 
d'un même métal, toutes deux en platine par exemple, sont à 
un même potentiel, probablement différent de celui de Teau, 
en vertu de la loi de Vol ta; mais les variations brusques et 
de sens contraires qui existent alors, à chacune des électrodes, 
donneraient dans le voltamètre un travail qui serait évidem- 
ment nul. Quand le courant est établi, les deux chûtes sont 
inégales et leur différence devient égale à H. On est donc con- 
duit à admettre, en suivant les idées de Volta, qu'il s*est 
produit une modification des surfaces en contact. Le dépôt 
sur les électrodes des éléments de Télectrolyte donne une 
explication suffisante de cette modification. 

11 suffit, en effet, qu'une lame ait été employée comme élec- 
trode ou même plongée dans un gaz pour qu*on trouve, quand 
on la met dans l'eau en présence d'une lame de même nature, 
mais neuve ou récemment portée au rouge, une différence de 
potentiel entre les deux lames. 

Considérons, en particulier, la décomposition de l'eau. Les 
premières portions de gaz qui viennent au contact de la lame 
de platine paraissent, sinon former avec elle une véritable 
combinaison, tout au moins s'y déposer à un état de conden- 
sation dans lequel le gaz est loin d avoir l'énergie potentielle 
qui correspond à l'état libre. Cet effet de condensation des 
gaz doit avoir lieu surtout au début, et il va ensuite en dimi- 
uuant progressivement jusqu'à ce que l'épaisseur de la couche 
soit devenue assez grande pour que les nouvelles bulles n'é- 
prouvent plus aucune action de la part de la lame et puissent 
se dégager librement. 

(]e n'est qu'à partir de ce moment que le travail de la dé- 



ÉNBRGIE DBS COURANTS. 279 

composition de Teau atteint sa Taleur normale. Jusque là il 
n'était que la différence entre cette valeur normale et le tra- 
>ail correspondant à la condensation dont il \ient d'être ques- 
tion ; Texpérience montre que cette différence peut avoir au 
début une valeur très petite. 

La modification subie ainsi par la surface des lames serait 
la cause du phénomène appelé polarisation des électrodes^ et 
qui se manifeste par le développement d'une force électromo- 
trice inverse de celle qui produit le courant. On conçoit ainsi 
comment cette polarisation n'est pas instantanée, comment 
elle peut croître d'une manière continue depuis zéro jusqu'à 
une limite maximum, enfin, comment la quantité d'électri- 
t'iié nécessaire pour amener un état de polarisation donné 
dépend de l'état et des dimensions des lames. Cette quantité 
s'appelle souvent la capacité de polarisation relative à l'état 
considéré. 

En prenant des électrodes de surfaces très inégales et fai- 
sant passer dans le voltamètre une quantité déterminée d'é- 
lectricité à un potentiel donné, on peut à volonté provoquer 
la polarisation de l'une ou l'autre des électrodes; les expé- 
riences récentes de M. Blondlot montrent que le phénomène 
suit la même loi, quel que soit le sens du courant, et que, 
pour une électrode et un électrolyte donnés, la capacité ne 
dépend pas du sens de la polarisation. 

258. Covramu «ccoadairM. — Une fois la polarisation éta- 
blie, si on rompt le courant primitif et qu'on réunisse les 
deux électrodes par un conducteur, un courant se produit en 
sens contraire du courant primitif en vertu de la force élec- 
tromotrice de polarisation H, mais ce courant diminue rapi- 
dement et finit par disparaître plus ou moins; on l'appelle 
courant secondaire. 

11 est facile de rendre compte de ce phénomène : quand on 
a réuni les deux électrodes par un conducteur, la couche 
de gaz disparaît peu à peu en reformant de l'eau ; la force 
éleclromolrice diminue et disparaît avec elle; enfin il est évi- 
dent que la quantité totale d'électricité mise en mouvement 
pendant la durée du courant secondaire doit être égale à celle 
qu*il avait fallu dépenser pour la polarisation des électrodes. 
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11 est clair que ce courant resterait constant si on pouvail 
maintenir constante la force électromotrice H; il suffirait 
d^entretenir à la surface de Télectrode la couche gazeuse né- 
cessaire à la polarisation complète. C*est précisément ce quia 
lieu dans le couple à gaz de Grove. 

25 â. Aetlons ehlmlqueB succeMlfe* d'un courant. — Seconde 

lot de Fnrnday. — Supposons que dans un même circuit on ait 
introduit plusieurs couples de Grove, placés à la suite les uns 
des autres dans le même ordre, et plusieurs voltamètres. Soit 
n le nombre des couples, n celui des voltamètres, R la résis- 
tance totale du circuit et I l'intensité du courant qui le par- 
court. Dans chaque unité de temps, le travail fourni par Ten- 
semble des couples est niap\ ; celui qui est dépensé par les 
voltamètres est niapl. Enfin une quantité de travail Rl^ est 
convertie en chaleur dans le circuit, en vertu de la loi de 
Joule. S'il n'y a aucun autre travail extérieur positif ou néga- 
tif, la somme des travaux positifs doit être égale à la somme 
des travaux négatifs, ce qui donne 

niapl^zniapl-^VK, 
ou 

(7i-n')Ja;7=IR=(/ï-/i')H. 

Le produit IR est une quantité essentiellement positive; le 
courant ne peut donc exister que si Ton a 

n>n\ 

Les nombres n et n' sont d'ailleurs entiers si la polarisation 
est maximum dans tous les couples; si dans l'un d*eux la po- 
larisation était incomplète, la force électromotrice correspon- 
dante ne serait qu'une fraction de H, et n devrait alors être 
considéré comme un nombre fractionnaire. Dans tous les cas, 
la condition nécessaire et suffisante de l'existence du courant 
est que n soit plus grand que n. 

Lorsque le régime permanent est établi, la polarisation 
étant supposée complète dans les couples ainsi que dans les 
voltamètres, il y a dans chacun d'eux un même travail effe^ 
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tué pendant le même temps, positifdans les uns, négatiT dans 
les autres. En d'autres termes, pour chaque unité d'électricité 
qui traverse le système, vue même quantité d*eau se forme 
dans les couples et se décompose dans les voltamètres. 

tsft. — Cette seconde loi de Faraday se vérifie encore alors 
même que la polarisation ne serait pas complète en tous les 
points de la chaîne considérée. Supposons, pour fixer les idées, 
que dans Tun des couples Tépaisseur des couches de gaz soit 
tombée au-dessous de sa valeur limite, et qu'à un instant 
donné la force électromotrîce n'ait plus qu'une valeur H' plus 
petite que H ; le transport d'une unité d'électricité ne cor- 
respond plus dans ce couple au même travail que dans les 
autres, mais la relation H'=Jap est toujours satisfaite, si 
Ion désigne par a la chaleur de formation de l'unité de poids 
d'eau avec de l'oxygène et de l'hydrogène à l'état de combi- 
naison partielle où ils se trouvent sur le platine, et le couple 
ainsi altéré donne naissance à la même quantité d'eau que 
tous les autres. 

La loi est d'ailleurs générale : pour tout électrolyte, le poids des 
déments combinés ou décomposés est proportionnel à la quantité 
d'électricité qmpasse^ que l'opération soit positive ou négative, 
qu elle ait lieu avec polarisation des électrodes, comme la dé- 
composition de l'eau ou du sulfate de cuivre avec des élec- 
trodes de platine, ou que la polarisation soit négligeable, 
comme dans l'électrolyse du sulfate de cuivre par deux élec- 
trodes de cuivre. Cet énoncé comprend, comme conséquence, 
que rélectrolyte n'agit /amaw à la manière d'un simple con- 
ducteur et ne laisse passer aucune fraction du courant sans 
décomposition corrélative. 

Dans l'électrolyse du sulfate de cuivre par deux lames de 
cuivre, si les deux lames sont réellement dans le même état, 
la force électromotrice de contact du métal avec le liquide est 
la même de part et d'autre, et, comme il se dissout juste au- 
tant de cuivre à l'électrode positive qu'il s'en dépose à l'élec- 
trode négative, il doit y avoir égalité entre la chaleur pro- 
duite et la chaleur dépensée. Au contraire, toute difiërence 
dans l'état des deux lames sera accusée par un travail calori- 
fique. 
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256. — Nous derons cependant exprimer ici une réserve 
importante sur ce principe de l'équivalence de Ténergie chi- 
mique et du travail électrique. On admet, en réalité, qu*il ne 
se produit^ au point où a lieu l'opération chimique, aucun tra- 
vail extérieur ni aucune variation de température indépen- 
dante des résistances. S'il n'en est pas ainsi, on doit tenir 
compte de tous les travaux secondaires, physiques ou chi- 
miques auxquels peut donner lieu Télectrolyse. 

Dans la décomposition de Teau, par exemple, l'énergie du 
courant produit d'abord la séparation de l'oxygène et de Thy- 
drogène et ensuite le travail nécessaire pour que les gaz oc- 
cupent un certain volume à la pression extérieure. 

Lorsque le courant provient d'une pile de Grove, le même 
travail est fourni par chacun des couples. D'ailleurs le travail 
extérieur est toujours le même, tant que la loi de Mariotte est 
vraie, pour le même poids d'eau décomposée et, par suite, 
pour le même débit d'électricité. Dans ces limites, la condi- 
tion d'équilibre des couples et des électrolytes est donc indé- 
pendante de la pression. 

Pour des pressions très élevées, la loi de Mariotte est très 
éloignée de la vérité ; la chaleur de combinaison propre de 
l'hydrogène et de Toxygène estd'ailleurs modifiée, et l'on sait 
que la décomposition par la pile exige alors l'emploi de forces 
électromotrices beaucoup plus grandes. La chaleur de for- 
mation de l'eau estd'ailleurs fonction de la température, et 
les conditions d'équilibre dans un circuit pourront être mo- 
difiées, si les couples et les électrolytes sont à des températures 
différentes. 

D'autre part, il peut arriver que certains éléments de la 
décomposition éprouvent des réactions secondaires indépen- 
dantes de l'action du courant et donnent lieu à une absorption 
ou à un dégagement de chaleur. Le résultat final de l'électro- 
lyse n'est plus alors en relation simple avec la force électro- 
motrice, et celle-ci ne peut plus être calculée par la chaleur 
de combinaison des éléments pris dans l'état où ils apparais- 
sent après l'opération électrique. 

259. É««lTalents électrochimlqueB. — Soient A, A', A", • * 

divers électrolytes, p^ p', p% ••' les poids de chacun d'eux dé- 
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composés par une unité d'électricité. Ces nombres sont ap- 
pelés les équivalents électrochimiques des diflërents corps et 
l'expérience montre qu'ils sont. proportionnels à leurs équiva- 
lents chimiques ordinaires. 

Si on désigne par a, a\ a", ••• les chaleurs de combinaison 
de Tunité de poids pour chacun des composés, les éléments de 
la combinaison étant pris dans Tétat où ils se trouTont par le 
fait du courant, c'est-à-dire sans tenir compte deç réactions 
secondaires^ les produits ap, a'p\ a'p\ ... seront les chaleurs 
de combinaison des équivalents. Par un raisonnement ana- 
logue à celui que nous avons fait pour Teau, on voit que les 
forces électromotrices H, H', H% * . * , relatives à ces divers élec- 
irolyteSy sont déterminées par les relations 

H =lap, 
H'=Jay, 



qui donnent 



H^^ H' ^ H' 

ap ap a p' 



Il en résulte que la force électromotrice dun électrolyte est 
égale à t équivalent mécanique de la chaleur de combinaison de 
son équivalent électrochimique. 

958. lioi d'Ed. Becquerel. — L'application de cette loi de 
Faraday ne présente pas d'ambiguïté quand il s'agit de com- 
posés chimiques analogues. Si Ton produit, par un même 
courant, l'électrolyse de l'eau et d'une série de sulfates neu- 
tres de protoxydes, par exemple, l'équivalent électrochimique 
de chaque métal est le poids qui se dépose pour le dégagement 
d'un gramme d'hydrogène ; mais il peut y avoir doute si les 
composés n'ont pas la même formule. Ayec deux sulfates 
neutres, l'un de protoxyde, l'autre de sesquioxyde de fer, 
décomposés par le même courant, on peut se demander si le 
même poids de fer ou le même poids d'oxygène sera mis en 
liberté dans les deux électrolytes. M. Ed. Becquerel a mon- 
tré que c'est le métalloïde qui fait la loi: par conséquent les 
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poids de fer seront, pour les deux électrolytes, dans le rap- 
port de 3 à 2. Il en est de même pour les sels des autres aci- 
des, les chlorures, les sulfures, etc. 

259. Oes couples électriques. — Cousidérons maintenant un 
circuit composé de divers électrolytes, les uns donnant lieu à 
des actions positives, les autres à des actions négatives. En 
désignant par a pour ceux de la première espèce, et par b 
pour ceux de la seconde, les chaleurs de combinaison de 
l'unité de poids, par R la résistance totale du circuit et par I 
rintensité du courant, on aura 



ou 



Le produit IR qui correspond à la chaleur dégagée dans le 
circuit en raison des résistances étant essentiellement positif, 
le courant ne pourra exister que si Ton a 

^ap>Yhp. 

Si cette condition n'est pas remplie et que tous les élec- 
trolytes soient à Tétat naturel, le courant s'établit d'abord 
au moment de la fermeture du circuit. Une décomposition 
incomplète polarise les électrodes et le courant cesse dès que 
la somme des forces électromotrices de polarisation atteint la 

valeur ^ap; le système reste alors en équilibre. Tel est le cas 

d'un circuit formé d'un couple Daniell (ses) et d*un volta- 
mètre ; la substitution du zinc au cuivre dans le couple Da- 
niell donne 24,2 calories, tandis que la décomposition de 
l'eau en exige 34,5. 

260. DépoUrUation par diiHisioii. — Il peut arriver Cepen- 
dant que Ton constate alors Texistence d'un courant excessi- 
vement faible. Ce courant est dû à la cause suivante : la po- 
larisation des électrodes du voltamètre se dissipe peu à peu 
par suite de la diffusion du gaz; on conçoit que cette diffusion 
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sera plus ou moins rapide suivant les conditions de Texpé- 
rience, mais surtout suivant la valeur de la polarisation elle- 
même et de son écart par rapport à la polarisation maximum. 
Le courant observé dans ces circonstances sera celui qui est 
Qécessaire pour rétablir les pertes dues à la diiïusion et main- 
tenir rétat d'équilibre qui correspond au maximum de polari- 
sation pour les conditions de Texpériemce. Ainsi s'expliquent 
les diverses particularités auxquelles donnent lieu les phéno* 
mènes de polarisation. Quand on unit à un voltamètre une 
source de force électromotrice insufGsante pour donner un 
dégagement de gaz continu, l'expérience montre que la force 
électromotrice de polarisation croit avec l'intensité du courant 
permanent dont il vient d'être question, mais moins rapide- 
ment; que, pour une valeur donnée de ce courant, la force 
électromotrice diminue quand on augmente la surface des 
électrodes; enfin, que la force électromotrice reste constante 
si l'intensité du courant et la surface des électrodes croissent 
dans le même rapport. 

261. Couple de Voita. — Quelques mots nous suffiront 
maintenant pour compléter la théorie de la pile. Le couple 
de Voila proprement dit se compose de deux lames, l'une de 
zinc, l'autre de cuivre, plongées dans de l'eau rendue conduc- 
trice par l'addition d'une petite quantité d'acide sulfurique 
ou d'un sel quelconque, la lame de cuivre étant soudée à une 
lame de zinc qui fait partie du couple suivant. Entre deux mé- 
taux extrêmes identiques, on a ainsi trois contacts^ zinc-cui- 
vre, cuivre-eau et eau-zinc. La force électromotrice peut donc 
s^exprimer par les symboles habituels, 

E = Z/i|Ca 4- Cu\\if 4- Ay|Z/i . 

Volta admettait que l'eau ne joue que le rôle d'un conducteur; 
on aurait alors 

Cu|Ay4-AyZn==o, 

et, par suite, 

. E=Z/i|Cu. 

D'après cette manière de voir, la force électromotrice du 
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couple de Volta ne dépendrait que du contact zinc-cuivre, et 
ces deux métaux réunis par une couche d'eau se trouve 
au même potentiel. L'altération superficielle des métaux au 
contact des liquides ou des gaz rend très difficile la vérifica- 
tion rigoureuse de Thypothèse de Volta. 

Quoi qu*il en soit^ cette altération est tellement rapide et 
amène dans la valeur de la force électromotrice des change- 
ments tels, qu*au point de vue pratique, la force électromo- 
trice du couple de Volta doit être considérée comme dépen- 
dant, pour une notable part, du milieu qui forme le troisième 
élément. 

Lorsque le couple est fermé par un conducteur de résis- 
tance R, il se produit un courant dont Tintensité est donnée 
d'abord par la relation 

mais Teau est aussitôt décomposée, l'oxygène remonte le cou- 
rant et oxyde la lame de zinc, Thydrogène le descend et vient 
polariser la lame de cuivre; il en résulte une force électro- 
motrice inverse. Quand le régime permanent est établi, la 
force électromotrice de polarisation est E' et l'intensité V sa- 
tisfait à la relation 

(E-E')r=PR, 
ou 

|, E-E' 

Si on laisse reposer la pile, la polarisation disparaît lente- 
ment par diffusion. Quand on ferme de nouveau le circuit au 
bout d'un certain temps, le courant reparaît d'abord avec 
l'intensité primitive I, si Tinfluence de la couche d'oxyde de 
zinc est négligeable, pour reprendre ensuite l'intensité l au 
bout d'un temps généralement très court, mais qui peut être 
assez long si les surfaces des électrodes sont très grandes et 
la résistance du circuit considérable% Tant que le couple 
reste ouvert, la différence de potentiel des extrémités est donc 
égale à E. 
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Dans un circuit fermé, la force électromotrice utilisable 
est seulement E— E'. Il se produit dans chaque couple de 
Toxyde de zinc et de Thydrogène aux dépens du zinc et de 
Teau. Comme on peut supposer que Toxygène a passé par 
l'état gazeux en allant de 1 eau au zinc^ on voit que l'énergie 
disponible du couple correspond à l'excès de la chaleur de 
formation de Toxyde de zinc sur celle de Teau pour le même 
poids d*oxygène. Si Teau est acidulée, la différence correspond 
à la substitution du zinc à Thydrogène dans Tacide sulfu- 
rique : cette différence est de 17,7 calories environ. 

La couche d'hydrogène qui recouvre le cuivre a encore pour 
effet d'augmenter beaucoup la résistance du couple, ce qui 
est une nouvelle cause d'affaiblissement du courant. 

tm%. CrapiM ■•!! poiAriMiMM. — Des moyens mécaniques, 
comme l'agitation du liquide ou le froltement de la lame de 
cuivre par un corps étranger, permettent, en éliminant la plus 
grande partie du gaz, de diminuer beaucoup la résistance et 
même la polarisation; mais on peut supprimer complètement 
la couche gazeuse par une action chimique et obtenir ainsi des 
couples non polarisables. 

Un liquide qui dissoudrait simplement Thydrogène sans 
effet calorifique augmenterait déjà la force électromotrice de 
tout le travail que doit effectuer le gaz pour occuper un vo- 
lume déterminé à la pression extérieure; mais si l'hydrogène 
entre dans une nouvelle combinaison chimique, ou même si 
l'on tient compte de la chaleur de dissolution, la force élec- 
tromotrice est égale à la somme algébrique des énergies pro- 
duites aux deux électrodes, ou aux deux pôles du couple. 

Tel est, par exemple^ le couple employé par Joule où la 
lame de cuivre est recouverte par une couche d'oxyde que 
l'hydrogène réduit peu à peu. La force électromotrice est 
égale à la différence des chaleurs d'oxydation du cuivre et du 
zinc pour un même poids d'oxygène. 

Dans d'autres cas, le liquide renferme en dissolution un 
sel du métal qui constitue Télectrode positive, par exemple 
une dissolution de sulfate de cadmium dans laquelle plongent 
une lame de zinc et une lame de cadmium. Le sulfate dissous 
subit l'électrolyse quand le circuit est fermé et il se dépose 
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sur la lame de cadmium une quantité de cadmium éfpiWa- 
lente au point de zinc dissous. La force électromotrice cor* 
respond à la chaleur de substitution du zinc au cadmium 
dans le sulfate, soit environ 8,3 calories. 

Les choses restent dans le même état tant que la proportion 
du sulfate de zinc dissous n'est pas assez grande pour que ce 
sel lui-même prenne part à Télectrolyse. A partir de ce mo- 
ment la polarisation du couple apparaît de nouveau. 

En fonction des forces électromotrices de contact, la force 
électromotrice de ce couple peut être exprimée par les sym- 
boles suivants : 

E=Z/ï|Crf4-Crf|Crf0.S0^-+-Crf0.S05|Z/i. 

268. Couples à deux liquides. — Dans le coupie de Daniell à 
sulfates, imaginé pour la première fois par Becquerel, on em- 
ploie deux liquides : une dissolution concentrée de sulfate de 
cuivre autour de la lame de cuivre et une dissolution de sul- 
fate de zinc autour de la lame de zinc. Les deux liquides sont 
séparés par une membrane, comme une peau, ou par un vase 
de terre poreuse, afin d'empêcher le mélange des dissolutions 
sans interrompre la conductibilité. 

La force électromotrice est alors 

D=Z/j|Cu-hCii|CiiO,SO'-^CuO,SO'|ZnO,SO^-hZiiOSO»|Z/i. 

Pendant que la lame de zinc se dissout, le cuivre provenant 
de réleclrolyse du sulfate de cuivre se dépose sur la lame de 
cuivre. La force électromotrice correspond à la différence des 
chaleurs de formation du sulfate de zinc et du sulfate de 
cuivre, c'est-à-dire à la chaleur de substitution du zinc au 
cuivre dans le sulfate, soit 24,2 calories. 

Ce couple présente une constance remarquable et c'est un 
de ceux dans lequel la force électromotrice change le moins 
par suite des variations de la température. 

Dans le couple de Grove, le cuivre est remplacé par du 
platine : l'hydrogène est absorbé par de Tacide azotique et 
forme des composés nitrésd'un degré d'oxydation plus faible. 
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ie zinc est placé dans une solution d'acide sulfurique ou de 
sulfate de zinc. En substituant du charbon au platine, on 
obtient le couple de Bunsen. 

. L'énergie disponible dans les couples de Grove et de Bun- 
sen correspond à une quantité de chaleur d'enyiron 47 calo- 
ries, ils ont donc une force électromotrice presque double de 
celle des couples de Daniell ; les liquides présentent d'ailleurs 
uQc résistance beaucoup plus faible. Aussi les emploie-t-on 
de préférence toutes les fois qu'on veut obtenir des courants 
1res intenses ; mais les liquides s'altèrent rapidement, la résis- 
tance augmente, la force électromotrice diminue et le cou- 
rant ne tarde pas a s'affaiblir. 

2114. PhénomèBes électroatatl^ves cIabs les plies. — Le nom 

A%pile donné habituellement à la réunion de plusieurs couples 
en communication les uns avec les autres provient de la forme 
imaginée d'abord par Volta. La pile à colonne de Volta se 
compose d'une série de doubles lames de zinc et de cuivre 
superposées dans le même sens et séparées les unes des autres 
par des rondelles de drap humide. 

Un couple est formé par l'ensemble des corps qui existent 
entre deux zincs, c'est-à-dire zinc, cuivre, eau, zinc. On peut 
imaginer que chacune des lames de zinc appartient par moitié 
à deux couples successifs. 

Si la pile commence à la partie inférieure par un cuivre 
et se termine en haut par un zinc^ on voit que la première 
lame de cuivre n'intervient pas. La différence de potentiel étant 
égale à e pour chaque couple, le potentiel ira en croissant de 
bas en haut et, s'il y a n couples, la force électromotrice E de 
la pile est 



Pile non isolée. — Si la pile est mise en communi- 
. cation avec le sol par sa partie inférieure à l'aide de conduc- 
teurs dont on puisse négliger l'influence, l'extrémité supé- 
rieure A a un potentiel Va=E=ne proportionnel au nombre 
des couples. On le vérifie facilement, soit au moyen d'un élec- 
tromètre, soit par la mesure des charges communiquées à un 
condensateur. 

Êlectr. et Uagn. 1 — 19 
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266. Pile isolée. — Si la pile, supposée formée de couples 
identiques et équidistants^ n*apas été mise en communication 
avec le sol, tout au moins depuis un temps assez long pour 
qu'elle ait pu prendre son équilibre, sa charge totale doit être 
nulle et la distribution des potentiels symétrique par rapport 
au point milieu. 

On aura donc, pour les extrémités A et B ou les deux pôles, 

et, par suite, 

V — V -^ 

1 

Supposons qu'on donne à la pile un excès de charge M'; 
cette charge se distribuera comme elle le ferait sur un con- 
ducteur ordinaire de même forme et donnera à Tintérieurun 
potentiel constant V tel qu'on ait, en appelant P la capacité 
de la pile, 

Le potentiel V, s'ajoutant en chaque point au potentiel pri- 
mitif, ne troublera pas la loi des contacts. On aura ainsi, à 
l'extrémité supérieure A, 

2 2 

et, sur le m* couple à partir du bas, 

V„ = (m-^)eH-V'. 

Supposons maintenant qu'on mette en communication avec 
une capacité C le m* couple d'une pile isolée dont la charge 
totale est nulle. Cette capacité prend une charge M; il en ré- 
sultera pour la pile une chute V de potentiel en chaque point, 
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de sorte qu'en désignant par V^ le potentiel nouveau du couple 
considéré, on aura 

M=CV^ = PV. 
On en déduit 

On a d'ailleurs 

V«-V^=.(/i-m)e. 

En éliminant entre ces deux équations le potentiel intermé- 
diaire V„,, il vient 

P n 

Si le m" couple est au sol, il est clair qu'on a 

V« = ^(/i — m). 

On déterminerait de la même manière la distribution des 
potentiels sur une pile quelconque, symétrique ou non. Dans 
ce dernier cas, le point neutre de la pile isolée et non chargée 
n'est plus au milieu. 

SII7. Bepré«e«tatloB des poteatleU à l'iaiérleiir de la pUe. — 

Figurons la pile par une droite telle que chaque portion de 
longueur soit proportionnelle à la résistance de la partie 
qu'elle représente, et élevons en chaque point une ordonnée 
proportionnelle au potentiel de ce point. Supposons qu'il 
s'agisse de couples de Volta, le potentiel croit d'une quantité 
constante à chaque contact zinc-cuivre; la courbe présentera 
donc aux points correspondants une variation brusque et tou- 
jours la même de l'ordonnée. Si la pile est ouverte, le poten- 
tiel reste constant dans la pile d'un contact au suivant, la 
courbe figurative des potentiels sera formée d'une série d'é* 
chelons équidistants, comme les marches d'un escalier. La 
ligne de potentiel zéro passe par le milieu si la pile est restée 
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isolée, ou par un point quelconque sielle est reliée à une ca- 
pacité ou au sol. 
Pour la pile fermée, trois cas peuvent se présenter : 
a"" Le conducteur interpolaire a une résistance négligeable 
vis-à-vis de celle de la pile. Les deux pôles sont sensiblement 
au même potentiel, et chaque contact produit la même varia- 
tion de potentiel ; mais, d'un contact au suivant, il y a uoe 
chute progressive précisément égale. En appelant n le nom- 
bre des couples et r la résistance de chacun d'eux, la loi de 
Ohm donne 

I ne e. 



nr 



l'intensité est la même qu'avec un seul couple. 

2® La résistance de la pile est négligeable vis-à-vis de celle 
du conducteur inlerpolaire. La variation des potentiels dans 
l'intérieur de la pile est à très peu près la même que si elle 
était ouverte. A Textérieur, la chute de potentiel est continue, 
et si R est la résistance du conducteur interpolaire, l'intensité 
du courant est 

, E e 

elle est donc proportionnelle au nombre des couples. 

3* Enfin, si la résistance du conducteur interpolaire est de 
même ordre que celle de la pile, le potentiel s'élève toujours 
d'une quantité constante à chaque contact et baisse d'une 
manière continue, mais d'une quantité moindre, d'un con- 
tact au suivant; la diflërence des potentiels des deux pôles à 
une valeur finie, moindre que dans le cas de la pile isolée, 
mais d'autant plus grande que la résistance interpolaire est 
plus grande, et l'intensité du courant a pour expression, d'a- 
près la loi d'Ohm, 

E 



1: 



K 



268. Plie plongée dans un mlllen condnetenr — Nous avODS 

admis jusqu'à présent qu'aucune perte d'électricité n'a lieu 
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par la surface latérale de la pile. Il peut arriver que cette 
perte ne soit pas négligeable. Supposons qu'une pile à colonne 
de Volta, composée de lames infiniment minces, soit plongée 
dans un milieu conducteur, et que l'électricité s'écoule en 
même temps par les parois latérales et par les extrémités ; ce 
serait le cas d'une pile plongée dans Teau si Ton néglige les 
effets de polarisation. Soit e la force électromotrice de la pile 
par unité de longueur, p la résistance intérieure et p' la résis- 
tance extérieure par unité de longueur (220). 

Le flux d'électricité est encore parallèle aux génératrices 
dans la plus grande étendue de chaque section normale de la 
pile, et une partie s'échappe latéralement en chaque point, de 
sorte que les surfaces de niveau sont planes et se raccordent 
avec la surface latérale, comme dans la figure 55. 

Entre deux points infiniment voisins P et P', dont les po- 
tentiels sont V et V, l'intensité I du courant intérieur satis- 
fait à l'équation 

V' = V-herfx-Ipe/x. 
L'intensité en chaque point est donc donnée par l'équation 

(■). '=K-S)- 

Supposons le régime permanent établi et considérons deux 
tranches successives. Le flux d'électricité 1 qui traverse la 
première est égal à la somme du flux V qui traverse la se- 
conde et du flux i qui s'échappe par la surface latérale, ce 
qui donne 

l-rT + i, 



ou 



Comme on a 



1 = 1-1' .--rfl. 



i=-^\ 



~i — j 
i_ P 

dx 
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il en résulte, d'après l'équation (i), 

p da^ p' 

Posons encore P^=4, cette équation devient 

P 

comme pour le régime permanent d'un fil avec perte par la 
surface (220). Pour déterminer les constantes de l'intégrale 

supposons que l'on compte les longueurs à partir du milieu 
de la pile et que, tout étant symétrique, le potentiel soit nul 
quand j:==o; il en résulte 

En appelant ±V^ le potentiel aux extrémités de la pile et 
/ sa longueur, il vient 

(2) * p£ jr 

269 . — L'intensité du courant dans la pile et celle du cou- 
rant latéral i ont pour expressions 

(3) V I V 

i =-r dx=-, ^* {e^ - e-^) dx. 

P P ^' 4 

e'—e ' 



Pour déterminer le potealiel ± V, des extrémités^ il faut 
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évaluer Tintensité 1^ du courant qui s'écoule par chacune 
d'elles. 

Ou a alors, en appelant encore R^ la résistance du milieu à 
partir de ces extrémités , 



ce qui donne 
(4) V, 



'Ht&'~-''^ 



! (H°'-(7-'>' 



Si le milieu extérieur est isolant, p'=<x> et p=o. Alors le 
second terme de Tintensité I se présente sous une forme indé- 
terminée, mais on trouve finalement l'expression ordinaire 

j^ /s E 



p/4-2R^ p/+aR/ 

La résistance totale de la pile et du milieu, à partir du 
point P, est encore donnée {222) par l'expression 



fL^^l.e-'^, 



R+v/pp' ^i 



On déterminera la constante C^ par la condition que celle 
résistance devienne égale à R, pour x=-, ce qui donne 



' R,-Vpp' 
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870. Phénomènes •lectrocapiiuiret. — Les expériences pré- 
cédentes ont montré que toute modification de la surface de 
contact de deux corps amène une \ariation de la force électro- 
motrice. Cette loi peut être considérée comme générale, et 
Ton doit admettre à priori qu'il existe une relation entre 
les forces électromotrices de contact de deux corps et toute 
autre propriété dépendant de l'état des surfaces. 

Si Ton emploie, par exemple, une surface de mercure 
comme électrode négative pour décomposer l'eau, le mercure 
se polarise, c'est-à-dire que la différence de potentiel de con- 
tact des deux liquides augmente de plus en plus avec la force 
électromotrice extérieure, jusqu'à ce que commence le déga- 
gement des bulles de gaz. Les propriétés capillaires du mer- 
cure, c'est-à-dire sa tension superficielle, dépendent unique- 
ment de l'état de la surface et doivent, par conséquent, changer 
avec la polarisation. 

Les expériences de M. Lippmann ont montré qu'il en est 
ainsi. La tension capillaire du mercure en contact avec l'eau 
acidulée croît d'abord avec la force électromotrice de polarisa- 
tion, jusqu'à ce que celle-ci atteigne 0,9 de la force électromo- 
trice d'un couple Daniell, et diminue ensuite à mesure que la 
polarisation augmente. 

Le raisonnement et l'expérience indiquent aussi que la ré- 
ciproque est vraie. Si, par un procédé mécanique quelconque, 
on déforme la surface du mercure et que, par suite, on 
fasse varier la tension superficielle au contact des deux liqui- 
des, la différence de potentiel change en même temps; pen- 
dant la déformation, le potentiel varie de telle manière que la 
tension superficielle qui lui correspond tend à s'opposer au 
mouvement produit. 
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291. DéeoiiTerte de ftcebeek. — Nous avonS TU qu'un cir- 
cuit fermé, composé de plusieurs métaux à la même tempéra- 
ture, ne peut donner lieu à aucun courant; mais la loi n'est 
plus vraie si les différents points du circuit, et particulière- 
ment les soudures de métaux, ne sont plus à la môme tempé- 
rature. Le circuit est alors traversé par un courant dit courant 
thermoélectrique. 

Cette découverte importante est due à Seebeck (1821). 

Dans un circuit formé par un barreau de bismuth dont les 
extrémités sont réunies par une lame de cuivre, le courant va 
du bismuth au cuivre à travers la soudure la plus chaude; on 
dit que le cuivre est négatif par rapport au bismuth. Avec un 
couple antimoine-cuivre, le courant est inverse, il va du 
cuivre à Tantimoine par la soudure chaude; l'antimoine est 
donc négatif par rapport au cuivre. 

11 est naturel de penser que les métaux se classent suivant 
une série régulière, au point de vue de cette nouvelle pro- 
priété, et que l'antimoine, négatif par rapport au cuivre, est à 
plus forte raison négatif par rapport au bismuth. C'est ce que 
Texpérience vériBe, en effet, et la force électromotrice pour les 
mêmes températures aux soudures est plus grande avec le 
couple bismuth-antimoine qu'avec les deux couples bismuth- 
cuivre ou cuivre-antimoine. 

La force électromotrice d'un couple thermoélectrique peut 
être obtenue en brisant le circuit en un point pris en dehors 
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des soudures et déterminaut la différence du potentiel des 
deux bouts ainsi isolés. 

Dans un circuit formé d'un seul métal homogène, il est 
impossible de provoquer un courant électrique par des varia- 
tions de température, quelles que soient d'ailleurs la forme 
et la section du conducteur au voisinage des points chauffés. 
Il pourra, au contraire, se produire des courants si le métal 
présente une dissymélrie permanente ou passagère, dans ses 
propriétés physiques, de part et d'autre des points chauffés. 

89S0. liols des eo«raBts thermoéleetrlvues. — Sans discuter 

les expériences qui mettent ces particularités en évidence et 
qui ont servi a établir les lois du phénomène, nous nous 
bornerons à résumer les lois elles-mêmes. 

I. Loi de Volta. — Dans un circuit métallique quelconque, 
dont tous les points sont à la même température y il n'y jamais 
de courant. 

En effet, la somme algébrique de toutes les forces électro- 
motrices de contact est alors nécessairement nulle puisque les 
métaux obéissent à la loi des contacts successifs (i89). 

II. Loi DE Magnus. — Dans un circuit homogène, il n'y a 
jamais de courant permanent, quelles que soient la forme du 
conducteur et les variations de température qui existent entre 
les différents points du circuit. 

Cette loi entraîne comme conséquence, ou bien que la varia- 
tion de température d'un point à un autre ne détermine 
aucune différence de potentiel entre ces deux points, ou bien 
que cette différence, si elle existe, ne dépend que des tempé- 
ratures elles-mêmes et nullement de la loi de variation. 

Depuis le point le plus chaud du circuit jusqu'au point le 
plus froid, on trouve en effet, par deux chemins différents, les 
mêmes chutes de température distribuées suivant des lois quel- 
conques entièrement indépendantes. S'il existe des différences 
de potentiel et que la somme totale de ces différences soit 
nulle, il faut qu'entre les deux températures t et t', de part et 
d'autre, la variation de potentiel soit la même, quelle que soit 
la distance des points P et P' entre lesquels a lieu cette chute 
de température. 

Il résulte de la loi de Magnus que la force électromotrice 
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ne dépend que de la température des detix soudures et nullement 
de ta distribution de la température dans les conducteurs qui 
les séparent; car la différence des potentiels aux deux extré- 
mités d'un conducteur homogène ne dépend que des tempé- 
ratures de ces extrémités. 

Nous représenterons par E^ ( AB) la force électromotrice 
de deux métaux A et B lorsque les soudures sont aux tempé- 
ratures t et t\ le courant allant de A en B à travers la soudure 
la plus chaude à la température t\ Cette force électromotrice 
est une fonction des deux températures t et t\ 

III. Loi des températures successives (Becquerel). — Pour un 
couple donné, la force électromotrice relative à deux tempéra- 
tures quelconques t et t' est égale à la somme des forces électro- 
motrices qui correspondent aux températures t et^, d* une part, 
puis ô et t\ d'autre part, ô étant une température intermédiaire 
entre les deux premières. 

Cette loi peut se traduire de la manière suivante : 



e:=eVe: 



Nous savions déjà que la force électromotrice ne dépend 
que des températures des deux soudures ; cette dernière loi 
montre que la force électromotrice peut être exprimée par la 
différence de deux termes, dont l'un ne contient que la tem- 
pérature t, l'autre la température t' , ces deux termes étant les 
valeurs d'une même fonction de la température. 

On peut donc écrire 

E;'-F(0-F(f). 

IV. Loi DES MÉTAUX INTERMÉDIAIRES (Becqucrel). — Si deux 
métaux A e/ B sont séparés dans un circuit par un ou plusieurs 
métaux intermédiaires maintenus tous à une même tempéra- 
ture t, la force électromotrice est la même que si les deux mé- 
taux étaient unis directement et la soudure portée à la même 
température t. 

La loi des métaux intermédiaires peut s'exprimer par Té- 
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quation 

E|'(AB)r^E|'(AC)-hE|'(CB). 

Ed effet, si deux métaux A et B sont réunis à la soudure 
chaude par un métal intermédiaire C, on peut, d'après la 
loi de Magnus, imaginer qu'un point P de ce troisième métal 
est à la température inférieure t et interposer, de même, à 
la soudure froide un morceau du métal C maintenu h la tem- 
pérature de cette soudure. On a alors dans le circuit, entre 
les mêmes limites de température^ les deux couples AC et CB; 
la force électromotrice résultante est celle qui se produirait 
directement entre les métaux A et B. 

Cette loi a une grande importance pratique : elle montre 
que la soudure qui sert à joindre deux métaux n'a aucune 
influence sur les phénomènes auxquels ils donnent lieu. 

V. Phé50mè5£S d'inversion. — Pour certains couples thermo- 
électriques, l'intensité de courant augmente d'une manière 
continue à mesure qu'on élève la température de la soudure 
chaude, celle de la soudure froide restant invariable. Le 
couple est dit à marche uniforme^ lorsque la force électro- 
motrice est proportionnelle à la différence des températures 
des deux soudures. 

Dans la plupart des cas, au contraire, la force électromo- 
Irice du couple, après avoir passé par un maximum, devient 
nulle, puis change de signe. 

H y a donc, à partir d'une certaine température, inversion 
du courant, et l'intensité augmente ensuite d'une manière 
continue sans manifester de nouvelle inflexion. Ce phéno- 
mène a été découvert par Cumming en iSaS. 

Gaugain a constaté que la température d'inversion dépend 
de celle de la soudure froide, et que la moyenne des tempéra- 
tures des deux soudures au moment de Finversion est toujours 
égale à la température du maximum d'intensité. 

298. BepréMMtatioM des phénonèses. — Gaugain, dans un 

travail remarquable sur les phénomènes thermoélectrîques, 
en représente la marche par un procédé graphique qui per- 
met de vérifier facilement les lois qui précèdent. Prenant pour 
abscisse la différence t—t^ des températures des deux soudures 
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(la soudure froide ayaat une température constante de ao""), il 
élëve en chaque point une ordonnée proportionnelle à la 
force électromotrice correspondante. 
On observe sur ces courbes (fig. 63) les propriétés suivantes : 
I* Elles sont symétriques par rapport à l'ordonnée maxi- 
mum, ce qui vériGe la loi relative à la température d'inversion, 
caron a, en appelant t^ la température du maximum et t, celle 
d'inversion, 



Ces courbes ont été calculées par Gaugain comme des 




p^ r 



Fig. 63 



branches d'hyperboles à axe vertical, mais on peut les rem- 
placer par des paraboles; la différence des ordonnées calcu- 
lées par les deux courbes pour un même couple sont de l'or- 
dre des erreurs expérimentales; les unes et les autres repré- 
sentent également bien les expériences. La théorie i/idique, 
comme nous le verrons plus loin, que la courbe représenta- 
tive des forces électromotrices en fonction de température doit 
être, en effet, une parabole. 

2"* Si Ton mène une horizontale par un point M^, qui corres- 
pond à la température t^, les ordonnées, comptées à partir de 
cette droite, représentent les forces électromotrices relatives 
à la température t^ pour la soudure froide. La loi des tem- 
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pératures successives se trouye ainsi vérifiée, puisqu'on a 

MP=MQ + QP=MQ4-M,P^, 

c'est-à-dire 

<o 'i fa 

La température d'inversion correspond au point où la nou- 
velle ligne des abscisses rencontre la courbe. Si OP représente 
la température de la soudure froide, OP' sera celle de l'inver- 
sion ; on voit qu'elle dépend de la température de la soudure 
froide. 

3* Si deux courbes AB et AC représentent les forces électro- 
motrices pour les couples formés par un métal A associé res- 
pectivement à deux métaux B et C, la différence MN des or- 
données des deux courbes représente la force électromotrice 
du couple formé par les deux métaux B et C. La relation 
MP = PN4-NM équivaut donc à l'équation 

E(AB):=E(AC) + E(CB), 
qui exprime la loi des métaux intermédiaires. 

294. CoBtéquencet du principe de Tolta. — En laissant à 

part le phénomène de l'inversion, on peut considérer les lois 
qui précèdent comme des conséquences du principe de Volta, 
savoir qu'iV existe au contact de deux métaux une force élec- 
tromotrice^ et que cette force électromotrice est une fonction de 
la température. 

Dans cet ordre d'idées, la force électromotrice d'un couple 
est la somme algébrique des deux forces électromotrices de 
sens contraires qui existent aux deux soudures. 

AIB 

Convenons de représenter par le symbole -*— la force élec- 
tromotrice H de contact de deux métaux A et B à la tem- 
pérature t, nous aurons 



e;(ab)=5!^-M=h,-h.. 

fj tx 
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Soit I rintensité du courant qui traverse le circuit dont la 
résistance totale est R. Pendant l'unité de temps, le travail 
emprunté à la soudure chaude est IH^, et le travail dépensé à 
la soudure froide est IH^ ; la différence de ces travaux est 
transformée en énergie calorifique qui se dégage le long du 
circuit conformément à la loi de Joule, et Ton a 

IH,-3lH,+PR, 

ou 

. ïkzHi 
*~ R * 

Le système peut donc être considéré comme une machine 
thermique dont la source chaude fournit une quantité de 
chaleur Q^ donnée par Téquation JQj^IHj, et dont la source 
froide absorbe une quantité moindre Q^, déterminée de même 
par réquation JQ| = IH|, la différence de ces deux quantités 
étant employée à échauffer le circuit, d'où il résulte 

4 

J(Q2-0,)=FR. 

La loi de Magnus est comprise dans Fhypothèse même qu'il 
n'existe de force électromolrice qu'aux soudures. 
La loi des températures successives résulte de l'identité 

E"(AB^=Bl^-?ii+5!^_M:=EVE'. 
' ' f^ e ^4 • 'i 

Enfin la loi des métaux intermédiaires est également évi- 
dente, car on a, par définition, 

^2 ^\ ^2 ^\ 

D*autre nart, la loi des tensions de Voila donne, pour une 
température quelconque, 

B|C q\ B|A. 
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l'équatioQ précédente devient alors 

e*(ac)+e*(cb)=:5!^-5!^=e'(a.b). 

89ft. CoAsé^aenees de rinvenion. — Toutefois le principe de 
Yolta, restreint au contact des corps de natures différentes, 
ne suffit pas pour expliquer les phénomènes d^inyersion. 

Considérons, en effet, un circuit composé de deux métaux 
A et B. Pour rendre compte de Tinversion avec les seuls effets 
de contact, il faudrait admettre que la différence de poten- 
tiel H, à la soudure chaude augmente d'abord avec la tem- 
pérature, passe par un maximum, diminue ensuite et devient 
égale, pour la température d'inyersion, à la différence de po- 
tentiel H^ de la soudure froide. Puis la valeur de H^ conti- 
nuerait de décroître ; alors, le courant étant changé de signe, 
le jeu des forces électriques produirait un dégagement de 
chaleur sur la soudure chaude, une absorption à la sou- 
dure froide, outre réchauffement du circuit en vertu de la 
loi de Joule. On peut imaginer que les camuses de refroidisse- 
ment du circuit par rayonnement soient tellement diminuées 
qu'il soit possible de supprimer la source de chaleur, et que 
le seul passage du courant suffise, non seulement à entretenir 
la température de la soudure chaude, mais à Télever encore, 
et à diminuer celle de la soudure froide, ce qui aurait pour 
résultat d'exagérer le courant. On aurait ainsi réalisé un cir- 
cuit métallique qui jouirait de la singulière propriété de 
transporter de la chaleur des points les plus froids sur les 
points plus chauds sans aucune dépense d'énergie. Sans être 
aussi évidemment impossible que le problème du mouvement 
perpétuel, un pareil résultat est incompatible avec Tallure gé- 
nérale des phénomènes calorifiques ; il est d'ailleurs en con- 
tradition directe avec le principe de Carnot. 

Si les courants thermoélectriques n'étaient dus qu'aux for- 
ces électromotrices de contact des soudures, le principe de 
Carnot exigerait que tous les couples eussent une marche 
uniforme. 
Supposons, en effet, qu'une pile thermoélectrique fonction- 



COURANTS THBRMOâLECTRlQUES. 305 

nantenlre les températures t^ et t.^ soit mise en communication 
avec un électrolyte dont la force électromotrice de décomposi- 
tion est E; on aura \a relation 

IH,-lH,-PR-hlE, 

ou 

J(0.-Oi)-l^R + iE. 

Si rintensité du courant I est très petite, et la résistance R 
médiocre, le terme PR est négligeable, la force électromo- 
Ipice d'opposition Eest très peu inférieure à H^ — H^ et l'excès 
de chaleur fournie par la source chaude est employée à pro- 
duire le travail extérieur lE. Supposons que, par un moyen 
quelconque, on fasse croître E jusqu'à une valeur E\ très peu 
supérieure à H^— H^, le courant changera de sens; si la va- 
leur absolue de l'intensité est restée la même, les mêmes 
quantités de chaleur seront encore mises en jeu à chaque 
soudure, mais en sens inverse, et l'électrolyte fournira cette 
fois du travail au lieu d'en absorber. Dans le cas d'un cou- 
rant très faible, la pile thermoélectrique se comporte donc 
comme une machine thermique réversible, et on peut lui 
appliquer le principe de Carnot. Si T, et Tj sont les tempéra- 
tures absolues des deux soudures, les quantités de chaleur Q^ 
et Q^, absorbées ou fournies par les deux sources suivant le 
jeu de la machine, doivent être proportionnelles aux tem- 
pératures absolues T, et T,, et l'on doit avoir 

t,-t;' 



ou, A étant une constante, 



11 en résulterait 






H,-H. _ E. 

T,-T,-T,-T/-''' 

Èlecir. et Magn. tO 
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et, par suite, 

e;=AiT,-t,). 

Pour tous les couples, la force électromotrice devrait donc 
être proportionnelle à la diiTérence des températures des deux 
soudures; tous les couples auraient une marche uniforme et, 
en particulier, le phénomène de Tinversion du courant ne 
devrait jamais se présenter. 

396. Théorie de sir Jiv. Thom«oii. — Le principe de Yolta 
ne peut donc suffire à l'explication complète des phénomènes 
thermoélectriques; il faut admettre l'existence de forces élec- 
tromotrices autres que les forces électromotrices de coatact et 
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capables de donner, comme celles-ci, des phénomènes calori- 
fiques réversibles. 

Les moindres changements dans Tétat physique des mé- 
taux, tels que la trempe, la torsion ou la traction, etc., modi- 
fient leurs propriétés électriques; il est donc naturel de géné- 
raliser le principe de Volta et d'admettre que le contact de 
deux parties du même métal à des températures dilTérentes 
donne aussi lieu à une différence de potentiel. 

La force électromotrice qui résulte des variations de la 
température est nulle dans un fil homogène (loi de Magnus), 
parce que la chute totale de potentiel de part et d'autre du 
maximum a la même valeur; mais cette compensation cesse 
d'avoir lieu de part et d'autre de la soudure de deux métaux 
dilTérents^ et on doit tenir compte de la variation continue du 
potentiel que les variations de température déterminent lo 
long des conducteurs. 
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Pour fixer les idées, considérons un couple cuivre-fer, par 
exemple, fonctionnant entre les températures t^ et f^, et soient 
H, et H^ (fig. 64) les forces électromotrices de contact à ces 
deux températures; supposons en outre que, le long du 
cuivre C^* par suite de l'élévation de température depuis t^ 
jusqu'à f,, le potentiel ait crû d'une quantité c indépendante 
de l'intensité du courant; qu'inversement sur le fer Fe il y 
ait, pour le même excès de température, une diminution de 
potentiel/; le potentiel, dans le voisinage de la soudure 
chaude, se sera élevé de la quantité/+c=//, et la force élec- 
tromotrice du couple sera maintenant 

Nous avons admis implicitement que la température t^ est 



— I 
Hii 



Fe 



Fig. 65 

inférieure à la température d'inversion. Le courant va du 
cuivre au fer par la soudure chaude; l'énergie calorifique 
absorbée tant à la soudure chaude que sur les points voisins 
est égale à (Hj-t-A)!, et celle qui est dépensée à la soudure 
froide H^I. 

La température inférieure t^ restant fixe, la force électro- 
motrice du couple augmentera tant que la somme H^-h h sera 
croissante, c'est-à-dire tant que l'on aura 

dlL dh 
ci le maximum aura lieu pour la température f«, évidem- 
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ment indépendante de /,, déterminée par la condition 

Nous verrons qu'à ce momenl la valeur de H^ est nulle el 
qu'elle devient ensuite négative. La différence de potentiel 
au voisinage de la soudure est due alors seulement aux varia- 
tions de température sur les deux métaux (fig. 65). 

La température continuant a croître, H^ change de signe, 
le fer qui était positif par rapport au cuivre devient négatif; 
la distribution du potentiel est représentée par la figure 66 
et il se dégage de la chaleur sur les deux soudures. 



n. 




■ ' ■ ^ 
Fig. 66 

L'inversion se produit au moment où Ton a 

Pour une température plus élevée sur la soudure chaude, la 
force éleclromolrice change de signe, et on a 

Dans ce cas, qui est représenté par la figure 67, le courant 
absorbe de Ténergie calorifique aux deux soudures, IH3 a la 
soudure chaude, IH^ à la soudure froide, et il s'en dégage une 
quantité Ih sur les points 011 la température est variable. 

Telle est l'idée générale de la théorie de sir W. Thomson 
dont nous allons développer les conséquences mathématiques. 
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aoy 



iNous appellerons effet Thomson, les diirérences de potentiel 
dues aux Tarialions de température qui forment la base de 
celle théorie. 

877. PoiiToirs thermoélectrlqne*. — NoUS aVOnS VU, par la 

loi des températures successives, que la force élcctromolrice 
d'un couple est la diiïérence des valeurs d'une même fonction 
pour les températures des deux soudures. Si ces tempéra- 



r 



Fig. 67 

tures t et t-^dt sont infiniment voisines, la force électro- 
motrice est aussi infiniment petite et a pour expression 

d? 



on peut donc écrire 

(0 



dE=?{t-^dt)-V{t)^'^dv, 
dE 



dt 



=?w. 



Sir W. Thomson appelle la fonction 9 [t) le pouvoir thermo- 
électricité des deux métaux considérés à la température t. Cette 
fonction n'est autre chose que le coefficient angulaire de la 
tangente aux courbes de Gaugain. On en déduira la force 
électromotrice du couple^ pour les températures t, et t^ des 
deux soudures, par la formule 






dt. 



«7». — Cette fonction jouit d'une propriété remarquable 
qui permet d'exprimer d'une manière très simple les phéno- 
mènes thermoélectriques. 
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Le pouvoir thermoélectrique de deux métaux k et ^ à 
une température t est égal à la différence des pouvoirs thermo- 
électriques des mêmes métaux A e/ B par rapport à un troi- 
sième métal quelconque C. 

Eq effet, la loi des contacts successifs à une même teiii* 
péralure, donne Téquation 



On en déduit 



ou 

et, par suite, 



E(AC)=E(AB)4-E(BC). 

rfE(AC)^£E(AB) rfE(BC) 
dt ~~ dt dt ' 

ç(AC)-.9(AB)4-9(BC), 

?(AB)=r(p(AC)-9(BC). 




KX 



Fig. 68 

Si donc on connaît le pouvoir thermoélectrique des différents 
métaux par rapport à un métal de comparaison X, il sera 
facile d'en déduire le pouvoir thbrmoélectrique de deux 
métaux quelconques par la formule 

9(AB)=9(AX)-9(BX). 



Soit AX (fig. 68) la courbe qui représente la valeur de 9 en 
fonction de t pour les deux métaux A et X, BX la courbe ana- 
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logue pour les deux métaux B et X ; on aura,en vertu de Téqua- 
tion (2), 

?(AB)_MP-NP=:MN. 

290. — La force électromotrice du couple AB entre les tem- 
pératures t^ et t a pour expression 

E]{\B)= f\(t)Ht=: ^iA^xdt = lxi^e^^,^^î^f^,; 

elle est donc représentée par Taire du quadrilatère compris 
entre les courbes AX et BX et les ordonnées correspondant 
aux deux températures t^ et t. 

Si, la soudure froide restant à une température constante t^, 
on fait croître la température t de la soudure chaude, la 
force électromotrice croît comme Taire correspondante, jus- 
qu'à ce que la température atteigne la valeur t„, qui corres- 
pond au point de rencontre 1 des deux courbes. 

A cette température ^„ le pouvoir thermoélectrique des deux 
métaux A et B est nul ; on Tappelle le point neutre. Quand 
la température dépasse celle du point neutre, la force électro- 
motrice décroît, puiqu'elle n'est plus représentée que par la 
diGTcrence des deux aires triangulaires qui ont leur sommet 
en I ; elle devient nulle, en même temps que Tintensité, pour 
la température t^ telle que Ton ait 

aire MjlNg^aire M^IN^. 

EnQn, dès que la température de la soudure chaude 
dépasse t^, la force électromotrice devient négative et il y a 
inversion. La température d'inversion dépend donc de la 
température de la soudure froide. 

280. — Les résultats deviennent très simples quand les 
courbes AX et BX sont des droites. La flgure M^MNN^ est alors 
un trapèze, dont la surface a pour valeur 
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On ad*ailleurs 



2 



=consi.=a. 



cl, par suite. 



E;,(AB)=a(ï-0[r„-£i±f]. 



Celte eipression est con forme aux expérieaces de Gau- 
gain (see). 
Si les droites AX et BX étaient parallèles, on aurait 

et le couple serait à marche uniforme. 

Ml. Chaleur spéciiiqiie 4*éieetrieité. — Supposons mainte- 
nant que les variations de potentielauxquellesestdue la force 
électromotrice soient de deux espèces : des variations brus- 
ques, comme celles qui résultent du principe de Volta et qui 
correspondent au phénomène de Peilier, et des variations 
continues liées aux variations de température et capables de 
donner, comme les premières, des phénomènes caloriGques 
réversibles. Il est évident que, si nous désignons par H les 

variations de première espèce et par j dh la somme des varia- 
tions continues qui existent entre deux points A et B d'un 
conducteur, la force électromotrice totale aura pour valeur 



E^yH-^yHh 



l^-^lf^ 



D'après la loi de Magnus, les variations de la seconde espèce 
entre deux points M et M' d^un même métal ne dépendent que 
des températures t et t' et nullement delà résistance inter- 
médiaire. On peut donc poser 
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Si rinleDsiié du courant est assez faible pour queTéchauf- 
Tement du circuit, en vertu de la loi de Joule, puisse être con- 
sidéré comme négligeable, la quantité de chaleur développée 
ou absorbée pendant Tunité de temps dans la portion du con- 
ducteur où se produit la variation dh considérée, sous Tin- 
Ûuence du passage d'un courant d'intensité I, aura évidemment 
pour expression 

\dh=\f{t)dt^Udt, 

La quantité a est la variation de potentiel et, par suite, le 
travail caloriflque qui, pour Tunité de courant, correspond à 
a une variation de température égale à l'unité; c'est une fonc- 
tion caractéristique de la nature du conducteur, mais qui pour 
chaque conducteur varie avec la température. Sir W. Thom- 

. ^f Hj A» M a An H% A, 



Fig. 69 

son a donné à celte nouvelle quantité physique le nom de 
chaleur spécifique d'' électricité. 

S82. Forée éleetromotrlee 4*aM eonple theraioéleetrlqae. — 

Cela posé, considérons un circuit (fig. 69) formé d'un nombre 
quelconque de métaux A^Aj .-An. Soient HpH^, ••• H„les vn- 
riations brusques correspondant aux forces électromotrices de 
contact; a,, a,, • ff„ les chaleurs spécifiques d'électricité des 
métaux A^, A^, •• A„; enfin f^, fj, ••• t^ les températures des 
soudures et t^ la température constante du fil extérieur. La 
force électromotrice du circuit a pour expression 

E=H,H-H2..-l-H„-h / 'a,rf^-l- / \^dt'-h f %„^^-+- / \^dt, 
ou, en réunissant en une seule les deux intégrales extrêmes^ 

E -y H + r z^d-ht r ^,dt 4- -h /*'" 7jt. (3) 

Supposons que le circuit ne se compose que de deux mé- 
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taux A et A', les forces électromotrices de contact H, et H^ sont 
en général de signes contraires. En mettant leurs signes en évi- 
dence, on aura 

(4) E= H, - H^ -^TW- ^) dt. 

Si la diiïérence des températures des deux soudures est inG- 
niment petite, on a t^-'t^=dt^ et Téquation devient 

Nous avons vu que pour un courant infiniment faible le 
circuit peut être considéré comme une machine tbermiquc 
réversible; on peut donc appliquer le théorème de Carnot et 
écrire que la somme algébrique des quotients obtenus en divi- 
sant la quantité de chaleur absorbée en un point par la tempe- 
' rature absolue correspondante est égale a zéro. 

Appelons Tj et T< les températures absolues entre lesquel- 
les fonctionne le couple, et T la température absolue d*un 
point quelconque des conducteurs. A la soudure chaude le 
travail calorifique est H^!; à la soudure froide H,l; sur un 
élément du conducteur compris entre les températures T et 
T-f-rfT, ce travail est hrfT. On aura donc, en supprimant le 
facteur commun 1, l'équation 



«*•> hhc:^''-'- 



Si la diiïérence T, — T, est iafiaiment petite et égale à dï, on 
peut écrire 

17; rfT\T/ ■ ' 



ou 



et eaGn 



T ~ 
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Le second membre de cette équation n*est autre chose, dia- 
prés l'équation (5), que le pouvoir thermoélectrique 9 (t) des 
deux métaux; il vient donc 

H=:T?(f). . (8) 

Ainsi, la force électromotrice de contact de deux métaux, 
et par suite Teflet Peltier, à une température quelconque, est 
égale au produit de la température absolue par leur pouvoir 
thermoélectrique à la même température. 

On conclut de cette même équation 

et, par suite. 



Hy-=0'"- *'> 



298. — La discussion de cette formule conduit aux diffé- 
rents cas examinés par anticipation (270). Soit T„ la tempé- 
rature qui correspond au point neutre; pour ce point le pou- 
voir thermoéleclrique est nul, on a donc 

<^{tn) = o et H„=o. 

Tant que la température T2 de la soudure chaude est infé- 
rieure à Tn, la fonction H^ est positive, et le courant refroidit 
la soudure chaude. 

Quand on a T^^T», l'effet calorifique est nul à la soudure 
chaude. Si la température T, est comprise entre la tempéra- 
ture Tn^du maximum et la température d'inversion T^, H^ est 
négatif; le courant échauffe en même temps et la soudure 
froide et la soudure chaude. 

Enfin, si la soudure chaude est à une température supé- 
rieure à celle d'inversion, le courant refroidit les deux sou- 
dures. 

D'après sir W. Thomson, et conformément aux expériences 
de Gaugain, la force électromotricc d'un couple peut être 
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représentée empiriquement par la formule 



E=«(T-T,^[t,-1(T-hT,)]. 



Il en résulte, pour une différence infiniment petite dT entre 
les températures des deux soudures^ 

//F 
^=«(T,-T). 

et, par suite, 

H = aT(T,-T). 

La Torce électromotrice du couple et la Torce électromotrice 
de contact entre les deux métaux, exprimées en fonction de la 
température, seraient donc toutes deux représentées par des 
paraboles. 

S841. Hy^otfeèM 4e M. Tait. — M. Tait est arrivé au même 
résultat en admettant que la chaleur spécifique d'électricité a 
caractéristique de chaque métal est proportionnelle à la tem- 
pérature absolue. On aurait alors, en désignant par Ar et k' des 
coefficients constants pour chaque métal, 

L'équation (7) devient dans ce cas 

et on en déduit 

Ç-H(A'-A)T + C=o. 

On a d'ailleurs, pour le point neutre, H„=; o, ou 
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ce qui donne finalement, en posant k' — A^a et remplaçant 
les températures absolues par les températures ordinaires, 

H=(A-'-A-)T(T„-T}=aT(/„-0. 

On retrouve ainsi les formules empiriques de sir W. Thom- 
son et de Gaugain. 
Le pouvoir tbermoélectrique des deux métaux est alors 

Usera donc représenté par une ligne droite en fonction de la 
température. 

Supposons qu*on prenne les pouvoirs thermoélectriques par 
rapport à un même métal pour lequel k serait nul, et c'est 
le cas du plomb^ comme il semble résulter des expériences 
de M. Le Roux, Téquation se réduit à 

^=oW=//(T,-T). 

Les droites qui représentent les pouvoirs thermoélectriques 
des différents métaux sont inégalement inclinées sur Taxe des 
températures; elles coupent cet axe au point correspondante 
la température du point neutre avec le mêlai de comparaison, 
et leur inclinaison sur Taxe est la chaleur spécifique d'électri- 
cité correspondant à chacun des métaux. 

Mft. Tra«0port électrique de U chaleur. — Il était impor- 
tant de vérifier par expérience l'hypothèse qui sert de base a 
cette théorie, savoir l'existence de variations de potentiel dues 
aux variations de température. Le procédé employé par sir 
W. Thomson consistait à constater qu'il se produit alors, par 
le passage d'un courant, des phénomènes calorifiques réver- 
sibles analogues h l'efTet Peltier. 
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Considérons une \mrre de métal, de fer, par exemple^ donl 
la partie médiane AA'(fig. 70) est maintenue à une tempéra- 
ture constante T, tandis que les extrêmes B etB' sont main- 
tenues à o^. 

La distribution des températures est représentée par les 
courbes BDD'B'; tant que le courant ne passe pas, la distri- 
bution est évidemment symétrique et figurée par des courbes 
telles que BPD et D'P'B'. Le passage du courant produit en 
chaque point deux effets : i"* un échauffement réglé par la loi 
de Joule ; 2"" un dégagement ou une absorption de chaleur 
produits par la chute fixe de potentiel qui correspond à la dif- 
férence des températures de deux points voisins. 

Si Ton ne tient compte que de la loi de Joule, la distribution 
des températures est encore symétrique et peut être représen- 
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tée par les lignes BQD, D'Q'B' marquées en traits discontinus. 

Le second effet est réversible avec le sens du courant. Si 
le courant va de gauche à droite dans le sens de la flèche, il se 
produira, par exemple, un nouvel échauffement dans la par- 
tie antérieure du fil BA où les températures sont croissantes, 
et un rcrroidissement dans la partie postérieure A' B' où les 
températures décroissent. La distribution des températures est 
alors dissymétrique et peut être figurée par les courbes poin- 
tillées BRD et D'R'B'. 

En deux points symétriques M et M' la différence des tempé- 
ratures finales t et t' correspond précisément à l'effet Thomson. 
L'échauffement étant plus grand dans la partie antérieure à la 
région moyenne AA' où la température est maximum, il y a 
donc une sorte de transport électrique de la chaleur en sens 
inverse du courant, et ce transport est proportionnel à Tin- 
tcnsité du courant. 
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Sir W. Thomson a constaté ainsi que, pour le fer, le trans- 
port électrique de la chaleur çst négatif, c'est-à-dire en sens 
contraire du courant, et que le transport est /705iVt/ mais beau- 
coup plus faible pour le cuivre. 

M. Le Roux a étendu les mêmes observations à un grand 
nombre de métaux; il a vérifié que reflet est proportionnel à 
l'intensité du courant et reconnu qu'il est à peu près nul 
pour le plomb de sorte qu'à ce point do vue le plomb est sen- 
siblement neutre. 

S86. CarAetère da phénomène 4e Peltier. — Nous poUTOns 

maintenant revenir avec plus de précision sur le phénomène 
de Peltier. 

La force électromotricc de contact entre deux métaux, 
d'après la théorie de sir W. Thomson, est exprimée parla for- 
mule générale 

Si le couple est à marche uniforme, on a, pour les deux 
températures T< et T, 

E=.A(T-T,), 
et il en résulte 

H==AT. 

La force électromotrice de contact entre les deux métaux 
est alors proportionnelle à la température absolue, et l'efl'et 
Peltier doit suivre la même loi. Aux températures de aS® et 
de loo*, par exemple, on aurait donc 

H,^^ 273-Kioo^ ^ ^2i ^ , ^ 1. 
II25 273-1-25 298 4 

D'après les expériences de M. Le Roux, le couple bismuth- 
cuivre satisrait assez exactement à cette condition. 

Un courant qui traverse une soudure l'échauffé quand il 
passe dans un sens et la refroidit quand il passe en sens con- 
traire. M. Ed. Becquerel a montré que le sens pour lequel il 
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y a refroidissement est celui du courant que produirait Vé- 
chauflement artificiel de la même soudure. Quand un courant 
thermoélecfrique traverse un circuit, les variations de tempé- 
rature produites aux soudures par le courant lui-même ten- 
dent donc à TalTaiblir, et on peut dire qu'elles ont pour efTet de 
développer une force éleclromolrice inverse de celle qui pro- 
duit le courant. C'est là une relation nécessaire : si elle n*avait 
pas lieu, un courant accidentel dans un circuit métallique pro- 
duirait entre les soudures une différence de température qui 
irait en croissant et le courant s'entretiendrait de lui-même 
indéfiniment. 

Dans un circuit de deux métaux dont la soudure chaude est 
à une température inférieure à celle du point neutre, la force 
électromotrice croît avec la température, l'effet Peltîer tendn 
donc à diminuer la température de cette soudure. Au delà du 
point neutre, au contraire, la force électromotrice diminue 
quand la température augmente, et l'effet Peltier devra tendre 
à augmenter la température de la soudure chaude. 

L'effet Peltier à la soudure chaude a donc un signe différent 
suivant que la température de cette soudure est inférieure 
ou supérieure à celle du point neutre; il on résulte que la 
force électromotrice de contact H a du changer de signe au 
point neutre. C'est par un raisonnement analogue que sir 
W. Thomson a montré d'abord cette propriété du point neutre 
et conclu à l'existence nécessaire de forces électromotrices 
dans un conducteur homogène à températures variables. 



TROISIÈME PARTIE — MAGNÉTISME 



CHAPITRE PREMIER 



PRÉLIMINAIRES 



289. OMaimanu. — On doone, depuis la plus haute anti- 
quité^ le nom de pierres cT aimant à certaines pierres natu- 
relles qui ont la propriété d^attirer la limaille de fer; elles 
sont formées par un oxyde de fer dont la formule chimique 
est FVO\ Les différents points d'une pierre d'aimant ne jouis- 
sent pas au même degré de ces propriétés attractives : la li- 
maille se porte de préférence sur certains points de la sur- 
face et y reste attachée sous forme de houppes. 

Ces phénomènes ont une ressemblance évidente avec ceux 
de Félectricité statique. Toutefois, Tanalogie n'est pas complète 
et l'observation révèle entre eux des différences essentielles : 
ainsi la pierre d'aimant n'agit pas sur tous les corps indis- 
tinctement; la limaille attirée n'est point repoussée après 
le contact et, une fois détachée, ne jouit d'aucune propriété 
nouvelle, etc. A chaque pas, dans la suite de cette étude, 
nous aurons à relever des analogies et des différences de ce 
genre entre les deux ordres de phénomènes. 

Par simple frottement la pierre d'aimant, sans rien perdre 
de ses qualités primitives, peut aimanter l'acier, c'est-à-dire 
lui communiquer la propriété d'attirer le fer. Les barreaux 
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d'acier aimantes arlificiellement ayant une forme plus ré- 
gulière que les pierres d'aimant sont plus commodes pour 
Tétude ; Texpérience montre d'ailleurs que les phénomènes 
sont exactement de même nature dans les deux cas. 

288. Aimants natareU et artlfleleUi permanents et tempo- 
raires. — On donne le nom général d'aimant à tout corps qui 
a la propriété d'attirer la limaille de fer. Les aimants naturels 
sont les pierres d'aimant que l'on rencontre dans la nature; 
les aimants artificiels sont des morceaux d'acier ou des échan- 
tillons de fer plus ou nioins pur, auxquels on a communiqué 
des propriétés analogues. 

Parmi les aimants artificiels, les uns conservent cette pro- 
priété nouvelle quand on supprime la cause qui Ta provo- 
quée : ce sont les aimants permanents. L'acier trempé est le 
corps qui convient le mieux pour préparer les aimants perma- 
nents, et on l'emploie habituellement sous la forme de ba- 
guettes allongées ou de barreaux. 

Les différentes variétés de fer et de fonte peuvent aussi 
être aimantées énergiquement par des pierre ? d'aimant ou 
des aimants artiOciels, mais elles perdent la plus grande par- 
tie de leurs propriétés lorsque la cause aimantante a été sup- 
primée. On obtient ainsi des aimants temporaires^ et on ap- 
pelle aimantation résiduelle, l'aimantation relativement faible 
qui persiste, au moins pendant quelque temps sur les corps 
auxquels on a communiqué une aimantation te nporaire. 

280. Corps mai^nétlques et rorps diamai^néf 'ques. — Jus- 
qu'au siècle dernier le fer était le seul corps dont on connût 
l'attraction par les aimants; on remarqua ensuite que certains 
métaux, comme le nickel et le cobalt dont les analogies chi- 
miques avec le fer sont si remarquables, jouissent aussi des 
mêmes propriétés à un degré moindre. Enfin, à l'aide d'ai- 
mants très puissants, on reconnut qu'un très grand nombre 
de corps sont aussi attirés par les aimants, mais les actions 
qu'ils éprouvent sont incomparablement plus faibles. On 
a appelé magnétiques tous les corps qui sont altirables à 
l'aimant, et on a donné le nom de magnétisme, soit à l'en- 
semble des phénomènes auxquels donnent lieu les aimants, 
soit, par extension, à la cause de ces phénomènes. 
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En 1778, Bmgmans a reconnu qu'un morceau de bismuth 
csJ, au contraire, repoussé par un aimant. L'importance de 
cette observation est restée méconnue jusqu'à ce que Fara- 
day eut découvert dans un certain nombre de corps la même 
propriété. A cause de la forme particulière sous laquelle il réa- 
lisait l'expérience. Faraday a appelé diamagnétiqties les corps 
qui sont repoussés par les aimants. 

En somme, on peut dire que tous les corps de la nature sont 
, plus ou moins sensibles à l'action des aimants. On les a divisés 
en deux groupes : les corps magnétiques^ paramagnétiques ou 
positifs^ qui sont attirés comme le fer; les corps diamagnéti- 
ques ou négatifs^ qui sont repoussés par les aimants comme le 
bismuth. 

200. Distribution dn mairn^^isnc dans les «ImaaU. — Pôles. 

— On peut obtenir un barreau aimanté régulièrement, une 
aiguille par exemple, en la frottant à plusieurs reprises et tou- 
jours dans le même sens avec une pierre d'aimant naturelle 
ou avec le même point d'un aimant artificiel quelconque. 

Quand on plonge une pareille aiguille dans la limaille de 
fer, les grains de limaille s'attachent surtout aux extrémités 
deTaiguille, sur une certaine étendue, et adhèrent les uns aux 
autres bout à bout, de manière à former des houppes plus ou 
moins abondantes. 

Les actions magnétiques paraissent donc concentrées aux 
extrémités des aimants réguliers. Nous appellerons ces ex- 
trémités les pôles de l'aimant, sauf plus lard à définir ce 
terme avec plus de précision. 

291. Des deux espèces de naynéasme. — LeS deuX extrémités 

OU pôles de l'aimant ne sont pas de même nature : en clîet, 
tout aimant rendu mobile dans un plan horizontal prend une 
direction fixe dans l'espace. Celte direction est à peu près du 
nord au sud. L'aimant écarté de cette direction y revient 
.quand on l'abandonne à lui-même, et c'est toujours la mciue 
extrémité qui pointe vers le nord. On appelle pôle nord d'un 
aimant l'extrémité qui se dirige ainsi vers le nord géographi- 
que, et pôle sud celle qui se dirige vers le sud. On peut donc 
marquer ces pôles une fois pour toutes sur les aimants perma- 
nents dont on fait usage. 
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202. Eiou desactioBH mairn^tNiieB. — Lcs aimants réagissent , 
les uns sur les autres. Le pôle nord d'un aimant présenté au 
pôle nord d'un autre aimant mobile le repousse^ et attire au 
contraire le pôle sud. De même les pôles sud de deux aimants 
se repoussent. Les phénomènes sont donc analogues à ceux 
des actions électriques : Deux pôles de même nom se repom- 
sent et deux pôles de noms contraires s'attirent. 

Entre deux aimants voisins, il s'exerce donc quatre actions: 
deux répulsives entre les pôles de même nom et deux attrac- . 
tives entre les pôles de noms contraires. Si les aimants ont 
une longueur très grande par rapport à leurs dimensions 
transversales, et sont situés à une distance notable par rap- 
port à ces mêmes dimensions^ on peut considérer l'action de 
chaque extrémité comme concentrée en un point. L'action 
réciproque de deux aimants se compose alors de quatre for- 
ces dirigées suivant les droites qui joignent deux à deux les 
centres d'action ou les pôles des deux aimants, et il est impos- 
sible en toute rigueur, dans les expériences, de les réduire a 
un nombre moindre. 

Toutefois, en faisant agir Tun sur l'autre les pôles de deux 
aimants très longs, à des distances assez faibles et dans une 
position relative convenable pour que les actions des deux 
autres pôles puissent être considérées comme négligeables, 
Coulomb a pu établir par l'expérience que les actions attrac- 
tives ou re'pulsives qui s'exercent entre deux pôles sont en raison 
inverse du catré de leur distance. 

On doit remarquer cependant que rien ne prouve l'exis- 
tence de ces forces élémentaires. L'expérience montre bien 
que l'action réciproque des systèmes probablement très com- 
plexes qui constituent les aimants peut être réduite à des forces 
attractives ou répulsives dirigées ainsi suivant les droites qui 
joignent les pôles; mais, comme un pôle ne peut jamais être 
séparé de son congénère, l'action directe de deux pôles est 
une pure conception de l'esprit, avantageuse sans doute pour 
représenter et calculer les phénomènes, mais sans réalité dé- 
montrée par rexpérience. S'il arrive que d'autres vues sur la 
nature des actions élémentaires conduisent aux mêmes consé- 
quences pour les effets que l'on peut mesurer, si l'on aban- 
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donne, par exemple, l'idée même d'une action à distance, on 
devra considérer ces \ues nouvelles comme tout aussi légi- 
times que les premières. 

Z93. D«« naasM mairB^ti««««. — L'actiou de deux pôles à 
une distance donnée dépend de la puissance particulière de 
chacun des aimanls. L'expérience indique que les actions 
exercées sur les pôles de deux aimants dans des conditions 
identiques, par un système quelconque, sont dans ua rapport 
, constant ; on peut considérer ce rapport comme étant celui 
des masses magnétiques des deux pôles. Il résulte de cette 
déGnition que Faction d'un système quelconque sur un pôle 
est proportionnelle à sa masse magnétique ; par suite^ l'ac- 
tion réciproque de deux pôles est proportionnelle séparément 
à la masse de chacun d'eux, c'est-à-dire au produit de leurs 
masses magnétiques. 

En désignant ces masses par m et m', l'action/ des deux 
pôles à la distance d a donc pour expression 



j. mi 



mm 



G étant un coefGcientqui dépend du choix de l'unité de masse. 
Pour que ce coefficient se réduise à l'unité, il suffit de pren- 
dre pour unité de masse celle d'un pôle qiii^ agissant sur un 
pôle identique à l'unité de distance, exerce une répulsion égale 
à l unité de force. On a alors 

^ mni 

et l'action est répulsive ou attractive suivant que les pôles sont 
de même nom ou de noms différents. 

Si deux pôles de masses m et m' sont liés l'un à l'autre, 
l'action du système ainsi formé sur un troisième pôle de 
masse M placé à une distance très grande d par rapport à 
celle qui sépare les deux pôles juxtaposés, est égale à 
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elle est proportioooelle à la somme m^m des deux masses 
si les pôles soot de même nom, et à la différence m — m s'ils 
sont de noms différents. Les masses magnétiques s'ajoutent 
donc à la manière des quantités algébriques, et on peut les 
affecter, comme les masses électriques, des signes -h et — ; 
nous conviendrons de donner le signe + à la masse magné- 
tique d'un pôle nord et le signe — àcelle d'un pôle sud. 

L'action de deux pôles, exprimée par la formule f^^ ^ , 

sera positive dans le cas d'une répulsion, les masses étant de 
même signe, et négative dans le cas d'une attraction. 

La loi des actions élémentaires étant la même que pour les 
phénomènes électriques, on peut appliquer tous les théorèmes 
relatirs au potentiel électrique, au moins en ce qui con- 
cerne les masses fixes et en faisant abstraction pour le moment 
des phénomènes relatifs aux conducteurs. En particulier, les 
considérations des lignes de force, des tubes et des flux de 
force sont immédiatement applicables au magnétisme. 

204. c^aMp na^aéti««e. — Un champ magnétique est un 
espace dans lequel se manifestent des forces magnétiques. La 
direction et Vintensitéàw champ en un point sont la direction 
et riotensité de la force qui agirait sur une masse magné- 
tique positive égale a l'unité placée en ce point. 

295. D^flaltlon des pèles. — Axe maipnétl^we 4*a« almmat. — 

Nous avons supposé dans ce qui précède que les actions d'un 
aimant se réduisaient à celles de deux centres magnétiques 
situés aux extrémités ; il n'en est ainsi^ et encore d'une ma- 
nière approximative, que dans le cas, que nous avons spéciflé, 
de longs aimants cylindriques très éloignés par rapport à leurs 
dimensions transversales. En réalité les propriétés magnéti- 
ques sont sensibles dans toute l'étendue de l'aimant, et pré- 
sentent seulement un maximum très marqué dans le voisi- 
nage des extrémités. C'est ce qu'on reconnaît facilement à la 
manière dont la limaille s'attache à Taimant. On doit donc 
admettre qu'il y a dans l'aimant une série de masses magnéti- 
ques, les unes positives, les autres négatives, distribuées suivan t 
une certaine loi cl dont Tensemble constitue la masse magné- 
tique totale. 
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Cela posé, on peut définir d'une manière plus précise ce 
qu'on appelle les pôles d'un aimant. 

Supposons Taimant placé dans un champ magnétique uni- 
forme. Les actions qu'exerce le champ aux différents points 
sont paralèlles entre elles et, pour chaque élément de vo- 
lume, proportionnelles à la masse qui s'y trouve. Toutes celles 
qui agissent sur les masses positives sont de même sens : elles 
ont une résultante égale à leur somme, parallèle à leur di- 
rection est appliquée au centre de masse, ou au centre de 
gravité, des masses positives. Il en est de même pour les mas- 
ses négatives sur lesquelles le champ produit des actions pa- 
rallèles aux précédentes, mais de sens opposé. L'aimant est 
donc soumis à laction de deux forces parallèles et de sens 
contraires, appliquées l'une au centre de gravité des masses 
positives, l'autre au centre de gravité des masses négatives. Ces 
deux points d'application sont les pâles de l'aimant; on appel- 
le aœe magnétique de l'aimant la ligne qui joint les deux 
pôles, et la direction de l'axe magnétique est comptée du 
pôle négalif vers le pôle posilif. 

L'aimant est évidemment en équilibre stable lorsque son 
axe magnétique est parallèle à la direction du champ et de 
même sens; l'équilibre est instable si ces deux directions sont 
parallèles et de sens contraires. 

Z99. Km m«bs« mairnétlqne d'an aimant est nulle. — Le voi- 
sinage de la Terre peut être considéré comme un champ 
magnétique uniforme. 

L'expérience montre, en effet, que dans une étendue 
considérable par rapport aux dimensions des aimants dont 
on fait usage, mais petite par rapport au rayon de la Terre, 
tous les aimants, soumis à la seule action de la Terre, tendent 
à prendre la même direction. 

Coulomb a vérifié en outre que, sur tout barreau aimanté, 
l'action du champ terrestre est purement directrice, qu'elle n'a 
ni composante verticale ni composante horizontale : elle n'a 
pas de composante verticale, car le poids d'un barreau d'acier 
est rigoureusement le même avant et après l'aimantation; la 
composante horizontale est aussi nulle, car tout aimant rendu 
mobile dans un plan horizontal n'a aucune tendance à pren- 
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dre un mouvement de translation. Les deux forces de sens 
contraires appliquées aux deux pâles sont donc égales et se 
réduisent à un couple. Il en résulte cette conséquence impor- 
tante que dans tout aimant la somme des masses positives est 
égale à la somme des masses négatives, autrement dit que la 
somme totale des masses magnétiques est nulle. On a donc 

toujours ^m = o. 

Sous ce rapport, Tétat d'un aimant est comparable à celui 
que prend par influence un diélectrique, ou un conducteur 
maintenu isolé. 

209. Moments mairn^^i4u««- — Soit m la valeur absolue (le la 
masse de chaque pôle, et / la dislance des deux pôles ; on ap- 



pelle moment magnétique M de Taimant le produit ml de la 
masse par cette distance. 

On peut représenter un aimant par une droite OA(fig. 71) 
ayant pour direction Taxe magnétique et pour longueur la va- 
leur numérique du moment magnétique M. 

Ce mode de représentation revient à supposer tous les pôles 
identiques, de masse égale à Tunité, par exemple, et à les pla- 
cer sur Taxe magnétique à une distance proportionnelle au 
moment magnétique de l'aimant considéré. 

Lorsqu'un système formé de plusieurs aimants liés entre 
eux est placé dans un champ uniforme, l'action du champ sur 
chacun des aimants se réduit à un couple ; on peut donc, pour 
évaluer l'action totale, transporter tous les aimants parallèle- 
ment à eux-mêmes, par exemple de façon que tous les pôles 
négatifs soient superposés. 

Considérons deux aimants représentés par les droites OA 
et OA' (fig. 71) et soit G le milieu de la droite AA\ c'est-à-dire 
le centre de gravité des deux masses égales à i situées en A 
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et A'. Le système est équivalent à un aimant unique dont la 
longueur serait égale à OG et les masses égales h 2, ou un 
aimant de longueur double OB avec des masses égales à- 1. 
L'aimant résultant est ainsi représenté par la diagonale du 
parallélogramme construit sur les droites OA et OA'. 

Les moments magnétiques des aimants se composent donc 
comme les forces. Pour un système quelconque d*aimants liés 
entre eux, le moment résultant est représenté par la droite qui 
ferme le polygone construit en ajoutant bout à bout les mo- 
ments de tous les aimants. 

La projection de cette ligne sur un a^e quelconque étant 
égale à la somme des projections de toutes les autres, on voit 
que faxe magnétique dtm système quelconque est la droite sur 
laquelle la somme des projections des moments partiels des ai- 
mants qui constituent le système est un maximum. 

De même, on peut remplacer un aimant par un nombre 
quelconque d'aimants dont le moment magnétique résultant 
est égal au moment de Taimant proposé, par exemple, par les 
trois projections de ce moment magnétique sur trois axes rec- 
tangulaires. 

Lorsque deux systèmes magnétiques sont très éloignés Tun 
de l'autre, leur action réciproque est égale à celle des ai- 
mants résultants, car chacun des systèmes peut être considéré 
comme situé dans un champ uniforme produit par l'autre 
système. > 

209. Action d*aa chminp «Blforme «nr «n aimant. — ol i On 

considère un aimant de moment M = m/ situé dans un champ 
uniforme dont Tintensité F fait avec l'axe de l'aimant l'angle 6, 
le moment du couple produit par l'action du champ est égal 
à Fm/sinO ou FM sinO. C'est le moment du couple qui ten- 
drait à faire tourner Taimant autour d'une droite perpendicu- 
laire à Taxe magnétique et à la force du champ. 

Si Taimant est mobile autour d'un axe quelconque, le 
couple de rotation ne dépend que des projections M^ et F^ 
du moment magnétique et de l'intensité du champ sur un 
plan perpendiculaire à l'axe, puisque les projections sur 
l'axe sont sans influence. En appelant O4 l'angle des directions 
de M, et de F,, le moment du couple est égal k F^Mj sinô,. 
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En général. désiznoDs respectivement par a, b, c et a, ^, v 
les cosinus des angles que font avec trois axes rectangulaires 
les directions de F et de M, et remplaçons ces deux gran- 
deurs par leurs projections sur les trois axes. Le moment 
Z du couple qui tend à faire tourner Taimant autour de Taxe 
desz est 

Z=Fi.M2-Fa.M3=FM(A2-a^V 

On aurait, de même, pour les autres axes, 

X=FM(c^-*y), 

Y= FM (av-ca). 

On appelle quelquefois le produit FM le moment de Taclion 
du champ sur Taimant; c'est le moment du couple qui serait 




produit si Taimant était perpendiculaire à la direction du 
champ. En particulier^ si T est Tintensité du champ terrestre, 
le produit TM sera le moment de l'action terrestre sur Tai* 
mant. 

299. Sysièmes MtaU«nes. — Pour deux aimants en particu- 
lier (fig. 72)^ dont les moments magnétiques sont OA et 0A\ 
le moment résultant est la diagonale OB du parallélogramme 
construit sur OA et OA'. Si les moments OA et OA' sont égaux 
et directement opposés, le moment résultant est nul et l'é- 
quilibre est stable pour une direction quelconque du système 
dans un champ uniforme ; le système est dit asiatique. 

Si les moments OA et OA' sont presque égaux et font un 
angle voisin de iSo"", la résultante OB est très petite et dirigée 
sensiblement suivant la bissectrice de Tangle AOA'; elle est 
donc a peu près perpendiculaire h chacune des aiguilles. 
Ainsi, lorsque deux aiguilles aimantées, formant un système 
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quasi asiatique, sont situées dans un champ uniforme, elles 
sont en équilibre stable dans une direction perpendiculaire à 
la force du champ. 

Ce cas est précisément celui des aiguilles magnétiques 
employées pour certains galvanomètres. Le système est d'au- 
tant plus voisin d'être asiatique que la direction des aiguilles 
libres se rapproche plus d'être perpendiculaire au méridien 
magnétique. 

300. Polarité BiaipaétNne. — Bnptiare 4'aia «iMaat. — Lors- 
qu'on brise une aiguille aimantée, chacune des portions de- 
vient un aimant complet ayant deux pôles de même intensité 
et de signes contraires, et le phénomène se répète indéfini- 
ment aussi loin qu'on puisse pousser la division par les 
moyens mécaniques. Ce fait est capital dans la théorie du 
magnétisme : il montre d'abord qu'il est impossible d'obtenir 
une masse magnétique positive ou négative indépendante et 
qui ne soit pas associée à une masse égale et de signe con- 
traire; ensuite que le magnétisme est un phénomène essen- 
tiellement particulaire. On est conduit à admettre que le 
magnétisme est du à une espèce de polarisation des molécules 
pondérables, dont chacune serait un petit aimant avec ses 
deux pôles situés rigoureusement sur les faces terminales. 

SOI. Aimantation par inflnenee. — La chevelure de limaille 
de fer qui reste suspendue à un aimant démontre que chaque 
parcelle de limaille est devenue elle-même un petit aimant. 
Le nombre des grains en contact direct avec l'aimant est re- 
lativement très petit; les autres, reliés successivement entre 
eux et rattachés aux premiers, forment des chaînes où les 
parcelles sont réunies par leurs pôles de noms contraires. Tou- 
tefois l'aimantation acquise par les grains de limaille est pas- 
sagère; dès que celte limaille est détachée et éloignée de 
l'aimant, elle reprend sa neutralité première. De même, un 
barreau de fer doux s'aimante quand il est placé sur le pro- 
longement d'un aimant et prend deux pôles placés sembla- 
blement à ceux de l'aimant, c'est-à-dire que les deux extrémités 
voisines, de l'aimant et du fer doux, ont des magnétismes 
de signes contraires. Ce fer doux aimanté peut agir à son 
tour de la même manière sur un second morceau et ainsi de 
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suite. Dès qu'on enlève l'aimant priinitif, Taimaniation du 
premier barreau de fer doux et de tous ceux qui le suivenl 
disparait au moins en plus grande partie, et toutes les ac- 
tions qu'ils exerçaient les uns sur les autres disparaissent en 
même temps. 

Plus généralement, lorsqu'un corps magnétique quelcon- 
que est placé dans un champ magnétique, il devient lui- 
même un aimant. C'est une aimantation par influence ou tw- 
duction magnétique. 

L'axe d'aimantation en chaque point est parallèle à la direc- 
tion de la force résultante. Cette résultante provient de lac- 
tion du champ et de celle qui est produite par le magnétisme 
induit lui-même. Si le corps considéré est infiniment petit, 
l'aimantation est exactement parallèle à la force du champ, 
au point considéré. 

11 en résulte aussi cette conséquence que l'action d'un ai- 
mant est nulle sur un corps neutre et que toute action exercée 
par les aimants sur les corps magnétiques est précédée d'une 
induction magnétique sur ces derniers. 

On voit encore l'analogie de ce phénomène avec celui de 
l'induction électrostatique, et particulièrement l'induction 
sur les diélectriques. 

Le magnétisme développé ainsi par induction ne dépend 
pas seulement de l'intensité du champ, mais aussi de la na- 
ture delà substance considérée; l'aimantation, très énergique 
avec le fer pur et le nickel, est beaucoup plus faible avec tous 
les autres corps magnétiques. 

302. Fer doux. — Fore« coercUiTe. — Le fer est dit absolu- 
ment doux si, après avoir été placé dans un champ magnéti- 
que très intense, il perd toute son aimantation quand il en est 
retiré. Le fer doux, au point de vue magnétique, est aussi du 
fer doux, au sens vulgaire : il peut être facilement courbé, 
travaillé, et possède peu d'élasticité. Réciproquement, le fer 
ordinaire n'est pas doux au sens magnétique du mot ; lorsqu'il 
est impur ou qu'il a subi des modifications mécaniques, il 
reste plus ou moins aimanté, et cette propriété est désignée 
par le nom assez barbare de force coercitive. Un échantillon 
de fer a une force coercitive d'autant plus grande qu'il con- 
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serve une plus grande quantité de magnétisme rémanent; en 
même temps, ce Ter s'aimante plus dirficilement par induc- 
tion. La force coercitive est donc une propriété analogue au 
frottement; elle s'oppose, entre certaines limites, aux modifi- 
cations que les forces extérieures tendent à produire dans 
raimanlation et empêche qu'un état d'équilibre unique cor- 
responde à des conditions extérieures données. 

Pour l'acier, la force coercitive est très grande ; ce métal 
s'aimante par induction plus difficilement que le fer doux, 
mais aussi il conserve bien mieux le magnétisme une fois 
acquis. Les qualités magnétiques de Tacier varient avec la 
composition du métal et son mode de préparation; elles dé- 
pendent beaucoup de la manière dont la trempe a été effec- 
tuée, ainsi que du degré de recuit auquel le barreau a été 
ensuite porté. La force coercitive est d'autant plus grande que 
l'acier est plus dur et la trempe plus roide. 

Jusqu'ici nous avons admis implicitement que le magnétisme 
d*un aimant est invariable et indépendant des forces aux- 
quelles l'aimant est soumis; mais cette sorte de rigidité ma- 
gnétique esiwn cas limite qui ne se trouve jamais réalisé en 
toute rigueur. Lorsqu'un aimant, placé dans un champ ma- 
gnétique intense^ s'y trouve dans sa position normale d'équi- 
libre, son aimantation augmente un peu; elle diminue, au 
contraire, s'il est dans une direction opposée. Les variations 
ainsi produites sont faibles en général, et ordinairement passa- 
gères, comme celles du fer doux dans les mêmes circonstances; 
ces variations sont généralement négligeables quand il s'agit 
de barreaux d'acier fortement aimantés placés dans un champ 
magnétique peu intense, comme est, par exemple, le champ 
terrestre. 

303. Infloeace «le la températare. — La chaleur agit auSSi 

sur le magnétisme des aimants. Une élévation de température 
modérée diminue le magnétisme, mais d'une manière tem- 
poraire, et l'aimant reprend avec sa température initiale son 
magnétisme primitif. Dans les limites entre lesquelles varie 
la température ambiante, les effets produits sont sensiblement 
proportionnels aux variations de la température, de sorte que, 
si l'on appelle M^ et M^ les moments magnétiques d'unaimant 



33fr MAGNÉTISME. 

aux températures de zéro et de t degrés, on a la relatioQ 

M = M„(.-ar). 

le coefficient a dépendant de la nature de Tacier. 

Un échauffement plus grand, dépassant loo* par exemple, 
produit un affaiblissement définitif du magnétisme, et un 
barreau d*acicr chauffé au rouge vif a ordinairement pcrdu^ 
quand il récrient à la température ordinaire, toute trace d'ai- 
mantation. 

L'élévation de température produit des effets analogues sur 
les propriétés magnétiques du fer doux. A la température 
ambiante, le magnétisme induit dans le fer par un champ 
déterminé change peu avec les variations de température, 
mais au delà de loo^'la diminution du magnétisme induit de- 
vient très rapide. A une température plus élevée que le rouge, 
le fer ne conserve plus la propriété d'être attiré par les ai- 
mants ; il n'est donc même plus alors magnétique. 

804. Dm flaides naffséU^ves. — Lcs physiciens du sièclc 

dernier, en particulier iEpinus et Coulomb, ont cherché à 
expliquer les phénomènes magnétiques par une hypothèse 
analogue à celle des fluides électriques. 

Dans cet ordre d'idées, il est nécessaire d'attribuer aux 
fluides, aux aimants et aux corps magnétiques un certain 
nombre de propriétés qui permettent d'expliquer toutes les 
expériences. 

On admet donc l'existence de deux fluides magnétiques 
impondérables, composés, comme les fluides électriques, de 
molécules agissant par répulsion sur les molécules de même 
espèce et par attraction sur les molécules d'espèce différente, 
les actions réciproques étant en raison inverse du carré de la 
distance. La combinaison de ces deux fluides en quantités 
égales est sans action sur les corps extérieurs et constitue ce 
qu'on appelle le fluide neutre. 

En vertu des phénomènes d'induclion magnétique, on doit 
admettre que le fluide neutre existe en quantité presque in- 
définie dans les corps magnétiques et se partage en fluides 
distincts sous rinilucnce des aimants. 
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Comme les aimanU permanents ou temporaires sont toujours 
complets^ quelles que soient leurs dimensions, il est nécessaire 
dadmettre aussi que les fluides compris dans un élément 
de Tolume ne le quittent jamais, pour passer sur un élément 
voisin, de sorte que la séparation de ces fluides ne s'effectue 
que daus Tétendue de chaque molécule. 

Enfin, aucune force intérieure étrangère aux actions direc- 
tes des fluides magnétiques ne s'oppose à leur séparation ou à 
leur réunion dans le fer doux. Dans le fer impur et dans Ta- 
cier, au contraire, il y a une résistance particulière, une sorte 
de frottement appelé force coercitive qui limite l'aimantation 
par influence et empêche ensuite la recombinaison des fluides 
lorsque la force extérieure a disparu. 

Il n'y a pas lieu de s'élonner que la théorie des fluides, avec 
tous ces compléments qui ne s'y rattachent que d'une manière 
arbitraire, parvienne à expliquer les phénomènes; dans ces 
conditions, la conformité des expériences avec la théorie n'ap- 
porte aucun argument en faveur de l'exactitude des hypothè- 
ses; nous n'en ferons d'ailleurs aucun usage. 

30II. Oéflmltlon 4es élémenU mairnétiqnes terrestres. — Lc 

champ magnétique qui environne la terre et qu'on peut ap- 
peler le champ terrestre, est sensiblement uniforme dans un 
espace de petites dimensions par rapport à celle du rayon 
terrestre; mais la direction et l'intensité de la force varient 
d'un point à un autre. En réalité, la force en un lieu change 
même avec le temps de grandeur et de direction ; nous ne tien- 
drons pas compte pour le moment de ces variations qui sont 
faibles, et nous supposerons que l'on considère l'état magné- 
tique du globe à une époque déterminée. 

L'axe mugnélique d'un aimant suspendu librement par son 
centre de gravité et soustrait à toute autre action que celle du 
champ terrestre prendrait, dans sa position d'équilibre, la di- 
rection de la force terrestre. Dans nos contrées cette direction 
est à peu près du sud au nord, et elle est fortement inclinée 
sur l'horizon, le pôle nord pointant vers le sol. 

On tkppeWe méridieti magnétique ea un lieu le plan vertical 
passant par la direction de la force magnétique terrestre. 

La déclinaison est l'angle que fait le méridien magnétique 
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avec le méridien astronomique : la déclinaison est dite occi- 
detittile lorsque le pôle nord d*un aimant libre se met à Touest 
du méridien géographique qui passe par son milieu ; elle est 
orientale si ce pôle nord est à Test du méridien. 

U inclinaison e^i Tangle de la force terrestre avec sa projec- 
tion sur le plan horizontal. 

Soient : 

D la déclinaison, 

1 Tinclinaison^ 

T l'intensité du champ terrestre, 

H la composante horizontale =TcosI, 

Z la composante verticale =T sinl. 

Une aiguille aimantée mobile seulement autour d'un axe 
vertical n'obéira qu'à la composante horizontale terrestre et 
viendra se placer de manière que son axe d'aimantation soit 
dans le méridien magnétique. Si on l'en écarte d'un angle l, 
le moment du couple qui tend à l'y ramener a pour valeur, 
en appelant M le moment magnétique de Taiguille, 

HMsinS; 

il est proportionnel au sinus de l'angle d'écart. Ce résultat a 
été vériQé par des expériences très précises de Coulomb, au 
moyen de la balance de torsion. 

Si l'aiguille est suspendue librement par son centre de gra- 
vité ou mobile autour d'un axe horizontal passant par ce point 
et perpendiculaire au méridien magnétique, la direction de 
l'axe magnétique, dans la position d^équilibre de l'aiguille, est 
la direction même de la force terrestre; l'angle que fait alors 
son axe magnétique avec l'horizon mesure précisément l'in- 
clinaison. 

Supposons maintenant que l'axe horizontal de rotation 
fasse un angle a avec la normale au méridien magnétique. 
Nous pouvons remplacer la composante horizontale H par ses 
deux projections, l'une Hsina parallèle à l'axe de rotation, 
l'autre Hcosa perpendiculaire à cet axe. L'aiguille n'obéit 
qu'aux deux forces Z et Hcosa situées dans le plan qu'elle 
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décril; la résultante de ces deux forces a pour valeur 

eiraiguille daossapositioa d^éqnilibre Tait avec riiorizontale 
uQ angle i déterminé par la relation 

. . H cosa . , 
cotgi— j — — COlgl COSa. 

L'angle i est l'inclinaison apparente dans le plan vertical 
qui fait un angle a avec le méridien magnétique. Si Ton a 

t= -, il en résulte i — -et Taiguille est verticale. Si on fait 
varier Tangle a de-,onacos (a=t-j = qpsina, et la nouvelle 

2 ^ 2/ 

inclinaison i" a pour valeur 

cotgi' — ip'cotgl sina. 

On déduit de ces deux équations 

coig^i-i-colg^i' — cotg^I, 

formule utilisée souvent pour déterminer Tinclinaison. 

Si Taiguille est chargée d'un poids supplémentaire ou, ce 
qui revient au même, si l'axe de rotation ne passe pas par le 
centre de gravité, la direction déquilibre esl modifiée. 
. Supposons, en particulier^ qu'un poids p à une distance d de 
laxe de rotation maintienne l'aiguille horizontale dans un 
certain plan, le moment du couple magnétique se réduit au 
moment de la composante verticale, et la condition d'équilibre 

est 

/7rf^MZ = MTsinl. 

Cette condition est indépendante de Tazimut du plan verti- 
cal dans lequel se meut l'aiguille ; le contrepoids qui rend l'ai- 
guille horizontale dans un plan, la rendra horizontale dans 
tous les plans. On peut donc, en plaçant une aiguille sur un 

Élecfr. et Ungn. l — 2i 
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pivot verlical, Téquilibrcr de manière qu'elle reste toujours 
horizontale; mais le moment du contrepoids dépend de la 
composante verticale, et celui-ci devra être modiflé si on veut 
se servir de Taiguille sous d'autres latitudes. 

806. UUCrIbntloB dn mai^iiéCIsme terrestre. — LeS élé- 
ments du magnétisme terrestre, intensité, déclinaison, incli- 
naison, ne sont pas les mêmes aux différents points du globe. 
Ces éléments varient en fonction des coordonnées géographi- 
ques suivant des lois très compliquées ; mais, si Ton s'en tient à 
une première approximation, les variations peuvent être for- 
mulées d'une manière très simple. 

Le méridien magnétique d'un lieu coupe la surface du 
globe suivant un grand cercle ; tous les points de ce grand 
cercle ont le même plan pour méridien magnétique. 

Tous les méridiens magnétiques se coupent suivant un 
même diamètre ; ce diamètre est Vaxe magnétique de la terre; 
les points où il perce la surface ont reçu, quoique l'expression 
soit incorrecte, le nom de pôles magnétiques. L'axe magnétique 
fait un angle de i5* environ avec l'axe de rotation de la terre. 

11 est évident que la déclinaison est variable d'un point à 
un autre sur un même méridien magnétique. Il n'y a d'excep- 
tion que pour le méridien qui, passant à la fois par Taxe 
magnétique et l'axe terrestre, se confond avec le méridien 
géographique ; pour tous les points correspondants la décli- 
naison est nulle. D'un côté de ce grand cercle, le pôle nord de 
l'aiguille s'écarte vers l'ouest et la déclinaison est occidentale ; 
de l'autre, il s'écarte vers l'est et la déclinaison est orientale. 

Le grand cercle perpendiculaire à Taxe magnétique est ap- 
pelé équateur magnétique. En tous les points de Téquateur 
magnétique, la force terrestre est horizontale et l'inclinaison 
nulle. De part et d'autre l'inclinaison va en augmentant 
jusqu'aux pôles magnétiques où elle est de 90"" : dans l'hémi- 
sphère nord, c'est le pôle nord qui s'abaisse vers le sol ; dans 
l'hémisphère sud, c'est le pôle sud. 

909 . Hypothèse de r«imant terrestre. — Biot a cherché s'il 

était possible de représenter l'état magnétique du globe et la 
variation des éléments magnétiques à sa surface par l'hypo- 
thèse d'un aimant central dirigé suivant l'axe magnétique ; 
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il a trouvé que les résultais du calcul s'accordent d'autant 
mieux avec les observations que la distance des pôles de cet 
aimant fictif est plus petite. 

Si Ton remplace ainsi la terre par un aimant infiniment 
petit par rapport au rayon, c'est-à-dire par deux masses 
égales et de signes contraires très voisines, on sait (153) qu'à 
la latitude X, à partir de Téquateur magnétique, Tinclinai- 
son est donnée par Téquation 

tgl::z:2tgX. 

Quant à l'intensité de la force T en un point quelconque de 
la surface, elle peut être exprimée en fonction de la force à 
Téquateur T, par la formule 

T*=rT;(3sin>X-M). 

Au pôle magnétique l'intensité est T^=r2T,; 
elle est donc deux fois aussi grande qu'à l'équateur. 

Ces deux formules sont, au moins d'une manière approxi- 
mative, conformes aux observations faitesà un momentdonné 
sur toute la surface de la terre. 

Quant au moment magnétique absolu de la terre ni, on peut 
l'obtenir très simplement à l'aide de l'équation 



V^sin^X- 



dans laquelle R représente le rayon de la terre. 

L'hypolhèse d'un aimant terrestre a été introduite dans la 
science par Gilbert. Le pôle qui se trouverait dans l'hémi- 
sphère austral a reçu le nom de pôle austral, il est évidemment 
de même nature que le pôle nord des aimants; le pôle situé 
dans l'hémisphère boréal est de même nature que le pôle 
nord des aimants. 

Cette conception de l'aimant terrestre a fait donner aussi le 
nom de pôle austral au pôle des aiguilles qui se dirige vers le 
nord, et de pôle boréal à celui qui se dirige vers le sud; dans la 
théorie des fluides, on dira donc, malgré la contradiction qui 
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existe dans les termes, qu'un pôle nord contient du fluid> 
austral et un pôle sud du fluide boréal. Mais il vaut mieui 
renoncer aux expressions austral ei boréal^ qui peuvent donnei 
lieu à des équivoques, et appeler, comme nous Tavons fait 
magnétisme positif celui qui correspond au pôle nord de 
aimants, et magnétisme négatif celui du pôle sud. 

808. — L'hypothèse d'un aimant central inGnimenl peti 
n'est qu'une des formes sous lesquelles on peut représenter h 
magnétisme terrestre ; c'est même celle qui présente le moindre 
degré de probabilité, car la température certainement très 
élevée du centre du globe est incompatible avec l'existence 
de corps fortement aimantés. 

Nous savons, par exemple, que deux couches hémisphéri- 
ques superficielles égales et de signes contraires, distribuées de 
manière à donner en tout point de Tintérieur une force cons- 
tante, et que nous avons appelées couches d ; glissement (is?), 
produiraient à l'extérieur les mêmes effets que deux masses 
infiniment voisines. La densité de ces couches aurait pour 
valeur aux pôles 

«J rp '^ rp 

et, en un point de latitude magnétique X, 

^"7^ sinX. 

Dans cette manière de voir, la terre serait donc recouverte 
de deux couches magnétiques, l'une négative dans l'hémi- 
sphère nord et l'autre positive dans l'hémisphère sud,j la 
densité en chaque point étant proportionnelle au sinus de la. 
latitude magnétique. 

La masse totale de chacune des couches est exprimée par 

" 4 

on peut donc la calculer facilement si Ton connaît la valeur 
absolue de la force à Téquateur. 
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Nous \errons, par la suite, qu'il existe encore d'autres 
façons de concevoir le magnétisme terrestre; Taimant central 
inCniment petit, inadmissible en lui-même, est donc en 
réalité l'expression mathématique très simple de plusieurs 
états équivalents, parfaitement compatibles avec les propriétés 
connues des corps magnétiques. 

ao». TariaCioBS 4m atairB^tlsBie terrMtre. — LeS éléments du 

magnétisme terrestre éprouvent aussi des variations avec le 
temps ; les unes sont purement accidentelles, les autres ont 
un caractère périodique bien marqué. Les variations à lon- 
gue période, dites variations séculaires, peuvent être représen- 
tées, dans une^première approximation, par une rotation de 
Taxe magnétique autour de Taxe de la terre^ rotation en 
vertu de laquelle Taxe magnétique décrirait de Test à Touest 
un cône circulaire d'environ 3o*. 

Comme le pôle magnétique de la terre, qui se trouve au- 
jourd'hui vers la terre du Prince-de-Galles par loo" de lon- 
gitude ouest, était en 1660 dans le voisinage du cap Nord à 
20"" de longitude est, on voit que la période de révolution 
complète serait d'environ 800 ans. La déclinaison à Paris, 
d'abord orientale, était nulle en 1666; depuis celte époque 
elle est occidentale et a été en augmentant jusqu'en 1824; 
elle est actuellement décroissante et redeviendra nulle vers 
2o5o^ si le phénomène continue de suivre la même marche : 
le pôle magnétique sera alors de l'autre côté du pôle nord par 
rapport à nous. Depuis 1666, l'inclinaison à Paris a toujours 
été en décroissant : elle atteindra son minimum au moment 
où la déclinaison deviendra nulle. 

Les variations à courte période paraissent liées au mouve- 
ment apparent du soleil, de la lune, etc.^ et suivent des lois 
qui ne sont pas encore bien connues. 

Les valeurs moyennes de la déclinaison, par exemple, ont en 
un même lieu une oscillation diurne bien marquée avec deux 
maxima et deux minima. L'amplitude de l'excursion de l'ai- 
guille est beaucoup plus grande pendant le jour que pendant 
la nuit, et l'heure des déviations extrêmes est très différente 
suivant la position des stations. Ainsi, tandis que le maximum 
de déviation du côté de l'ouest a lieu, pour la marche moyenne 
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annuelle, vers 9 heures du matin à Hobarlon (Tasmanie)^ 
Batavia, le Gap et Sainte-Hélène, cette époque correspond au 
contraire au maximum à Test pour Thémisphère nord. Le maxi 
mum d'excursion à Touest se produit vers i heure de Taprès 
midi à Toronto (Canada), Londres et Paris; vers 2 heures à 
Pétersbonrg ; 3 heures à Nertschinsk et Pékin. Les heures de 
ces maxima et minima varient d'ailleurs avec les saisons. Les' 
autres éléments du magnétisme, inclinaison et composantes 
de la force, présentent des oscillations analogues. 

En dégageant de la variation diurne moyenne les obser- 
vations relatives aux différents éléments magnétiques, on peut 
les rapporter au jour lunaire et on trouve aussi dans les rési- 
dus une variation régulière. 

11 y a, de même, une variation périodique annuelle. 
Enfin les variations accidentelles elles-mêmes, qui sem- 
blent se produire simultanément sur une grande étendue 
sinon sur la totalité de la surface du globe, et qu'on désigne 
habituellement sous le nom de perturbations ou d'orages 
magnétiques, paraissent également soumises dans leurs effets 
moyens à certaines périodes annuelles ou séculaires. Ces per- 
turbations sont en relation directe avec le phénomène des 
aurores polaires et accompagnées de courants accidentels dans 
les fils télégraphiques. 



CHAPITRE DEUXIEME 



CONSTITUTION DES AIMANTS 



810. Filets aiairB^tiiines. — L'expérience de la rupture 
d'uD barreau aimanté met en évidence ce fait capital que 
tout élément de volume d*un aimant est lui-même un ai- 
mant complet ayant, dans son état actuel, un axe magnétique 
et un moment déterminés. Nous disons dans son état actuel, 
car il est évident que, si l'élément de volume, au lieu d'être 
séparé par la pensée du milieu environnant, en était détaché 
en réalité, il ne conserverait plus le même état que lorsqu'il 
faisait partie de la masse générale. Considérons deux molé- 
cules ou éléments magnétiques placés bout à bout et en con- 
tact par leurs pôles do noms contraires; si elles sont également 
aimantées, l'action pour tout point extérieur se réduit à celle 
des deux extrémités libres. De même, si une série de niolécules 
également aimantées sont placées bout à bout^ tous les axes 
magnétiques étant disposés suivant une même ligne, l'action 
extérieure de l'aimant linéaire ainsi construit se réduit encore 
à celles des deux extrémités, chaque point intermédiaire 
donnant lieu à des actions égales et contraires qui s'annu- 
lent. Un pareil assemblage de particules aimantées constitue 
un filet magnétique uniforme. 

ail. MaffoécUBie libre. — Mais si, daus cette file de molé- 
cules, l'aimantation est variable, il y aura en chaque point 
une certaine quantité de magnétisme apparent ou libre, égal 
à la différence des masses magnétiques des deux molécules 
voisines en contact. Si l'on suppose, par exemple, que l'air 
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mantation aille en diminuant depuis le milieu du filet jus- 
qu'aux extrémités, on voit qu'il y aura sur Tune des moitiés 
de Taimant linéaire un excès de magnétisme positif distribué 
suivant une certaine loi, et sur l'autre moitié un excès égal 
de magnétisme négatif. Le filet magnétique ainsi construit 
n'est plus uniforme, mais il est évident qu'on pourra le con- 
sidérer comme résultant de la juxtaposition de filets uni- 
formes de longueurs différentes. 

812. AiatABt mniforme. — Un aimant de dimensions finies 
qui serait formé de filets identiques entre eux juxtaposés paral- 
lèlement, pourrait être appelé un aimant uniforme; les pôles 
dés filets élémentaires étant situés aux extrémités, sur la 
surface du corp;^, oa voit que l'action de Taimant tout entier 
se réduirait à celle de deux couches magnétiques distribuées 
sur la surface suivant une loi simple. 

81S. Aimaat «neieoniiae. — En un point P d'un aimant 
quelconque, l'axe magnétique a une direction déterminée et 
cette direction varie d'une manière continue ; on peut donc 
tracer dans l'intérieur de l'aimant des lignes tangentes eu 
chaque point à l'axe magnétique et imaginer des filets ma- 
gnétiques dirigés suivant ces lignes d'aimantation. 

L'aimant sera ainsi subdivisé, soit en filets magnétiques non 
uniformes fermés ou aboutissant à la surface, soit en filets 
uniformes, les uns fermés, d'autres aboutissant à la surface, 
d'autres enfin terminés à Tintérieur. Tant qu'on ne fait aucune 
hypothèse sur la forme des filets, cette conception est la tra- 
duction pure et simple des faits et ne présente rien d'hypothé- 
tique. Elle conduit à considérer un aimant quelconque comme 
formé d'une couche magnétique distribuée sur la surface et 
de masses magnétiques disséminées dans Tintérieur.U y a donc 
lieu de considérer une densité superficielle du magnétisme 
et une densité cubique. 

La densité du magnétisme libre en un point est la limite 
du rapport de la masse magnétique contenue dans un élément 
de volume pris autour de ce point, au volume lui-même; la 
densité superficielle est le quotient de la quantité de magné- 
tisme qui existe sur un élément de surface autour de ce point 
par Taire de l'élément. 
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814. Poteaciei 4'ttB «iaiaBC. — Cela posé, il est évident que 
le potentiel de Taimant en un point extérieur quelconque P 
aura pour \aleur 

Dans la première intégrale, qu'on étendra à toute la surface de 
Taimant, 7 désigne la densité superficielle sur Télément de sur- 
Tace dS dont la distance au point P est égale à /-. La seconde 
intégrale doit être étendue à tout le volume de Taimant, p dé- 
signant la densité cubique du magnétisme dans Télément^i^ 
situé à une distance r du point P. Ces densités p et 7 peuvent être 
considérées comme celles d'un fluide particulier. 

Comme la somme des masses magnétiques est toujours nulle 
pour un aimant quelconque, on aTéquation de condition 



o=r / (jr/S-f- / pdif. 



Les composantes de la force magnétique au point P sont 



Y- ^^ 

z— ^ 



et cette force elle-même a pour valeur 



Ces formules sont générales et s'appliquent aussi bien aux 
points situés dans l'intérieur de Taimant qu'aux points exté- 
rieurs. 

On démontrerait, comme en électricité, que la somme A V 
des trois dérivées secondes partielles du potentiel est égale à 
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zéro pour tout point extérieur, et à — 4^p pour tout point inté- 
rieur aux corps aimantés. 

Les équations fondamentales sont les mêmes que pour Té- 
lectricité statique. Nous pourrons donc, sans nouvelle démons- 
tration, appliquer les théorèmes déjà établis, à la condition 
que ces théorèmes ne dépendent point des propriétés des con- 
ducteurs et que, d'autre part, la force coercitive n'ait pas à 
intervenir. 

815. Vb «Inumi éiimiiamt à «ne «arfaee maipiétt^ve. — On 

démontre ainsi d'une manière immédiate ce théorème de 
Poisson, que l'action d'un aimant sur tout point extérieur est 
équivalente à celle d'une couche fictive, de masse totale égale 
à zéro, distribuée à la surface suivant une certaine loi. 

Supposons, en effet, que les masses en question soient des 
masses électriques fixes et qu'on recouvre l'aimant d'une sur- 
face conductrice infiniment mince en communication avec le 
sol. Il se développera par influence sur la surface interne du 
conducteur une couche de signe contraire aux masses inté- 
rieures; comme la force et le potentiel sont maintenant nuls 
partout à l'extérieur, la couche induite a sur tout point exté- 
rieur un potentiel égal et de signe contraire à celui des masses 
primitives, et cette couche est égale à la somme algébrique des 
masses primitives. Une couche égaie et de même signe, dis- 
tribuée sur la surface extérieure suivant la même loi, don- 
nera donc un potentiel égal et de même signe et formera, 
par suite, un système équivalent pour les points extérieurs 
au système proposé. La conclusion s'applique évidemment au 
magnétisme, puisque les deux espèces de masses obéissent à 
la même loi élémentaire. 

Les actions extérieures exercées par l'aimant permettront 
de calculer la densité de cette couche fictive superficielle, 
mais n'apprendront rien sur la distribution réelle du magné- 
tisme. Pour connaître cette distribution, il faudrait déterminer 
aussi par expérience les forces qui agissent à l'intérieur de l'ai- 
mant, et y creuser des cavités dans lesquelles on introduirait 
des aiguilles d'épreuve; mais la soustraction d'une masse, si 
petite qu'elle soit, modifie la force dans la cavité, parce qu'on 
supprime des masses très voisines dont l'efTet n'est pas négli- 
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geable. L'aimant équivaut alors à deux couches fictives, Tune 
sur la surface extérieure et l'autre sur les parois internes de la 
cavité ; la somme AV des trois dérivées secondes du potentiel 
est devenue nulle dans cette région, tandis qu'elle y était 
primitivement égale à — 4^p. 

816. Théorie 4e PoImob. — Nous n*avons jusqu'ici fait au- 
cune hypothèse sur la manière dont les masses magnétiques 
sont distribuées dans la substance aimantée. Pour établir la 
théorie de l'aimantation par influence, Poisson considère un 
corps ainfKinté comme formé de particules magnétiques dissé- 
minées dans un milieu imperméable au magnétisme. Ces par- 
ticules sont sphériques et équidistantes, si le corps est isotrope 
et homogène; chacune d'elles renferme des quantités égales 
des fluides positif et négatif, partie à l'état neutre à l'intérieur, 
partie à l'état libre à la surface. Le moment magnétique de 
chaque particule de volume u peut être représenté par u^, le 
facteur q dépendant du degré d'aimantation. Si l'on consi- 
dère un volume dv, très grand par rapport aux dimensions des 
particules^ mais infiniment petit par rapport aux dimensions 
de l'aimant, toutes les particules qu'il renferme auront leurs 
axes magnétiques sensiblement parallèles, et le moment ma- 
gnétique de l'élément de volume sera la somme des mo- 
ments des particules. En appelant /<, comme nous l'avons fait 
déjà (i67), le rapport de l'espace occupé par les particules au 
volume total dif^ cet élément de volume renfermera un nom- 
bre de particules égal à fid^^, et son moment magnétique sera 
hqdif. Cet élément se comportera pour tout point situé à une 
distance finie comme un aimant infiniment petit, ou comme 
Teosemble de deux masses égales et contraires infiniment voi- 
sines (i5i). Le moment magnétique de l'aimant par unité de 
volume est égal à hq. 

La valeur du rapport h varie d'un corps magnétique à un 
autre et, pour un même corps, la valeur de q en chaque point 
dépend du degré d'aimantation : les actions extérieures aug- 
mentent ou diminuent avec le produit /17. Dans les corps qui 
ne présentent pas de force coercitive, rien ne s'oppose au 
mouvement des fluides à Tintérieur d'une particule magné- 
tique; l'équilibre ne peut donc subsister que si la résultante 
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de toutes les forces tant intérieures qu'extérieures est nulle en 
tout point de la molécule ; au contraire, dans un corps doué 
d'une force coercilive qui agit à la manière du frottement, il 
suffit que cette résultante soit inférieure à la valeur donnée 
de la force coercitive. 

La théorie de Poisson n'est pas liée à Thypothèse des deux 
fluides^ mais il est plus difficile de la dégager de cette concep- 
tion particulière sur la structure des milieux magnétiques. 

S17. Théorie de Mît W. Thonsoii. — NouS expOSeronS de 

préférence la théorie du magnétisme sous la forme que lui a 
donnée Sir W. Thomson. Cette théorie, dans ses résultats 
essentiels, coïncide avec celle de Poisson, mais elle a l'avan- 
tage d'être tout d'ahord indépendante de Tidée de ûuide et de 
toute hypothèse sur la constitution du milieu, de sorte qu'elle 
parait se rapprocher davantage des faits expérimentaux. L'idée 
fondamentale est de considérer une portion quelconque d'un 
corps aimanté comme un aimant complet défini par la direc- 
tion de l'axe et par son moment magnétique, c'est-à-dire 
comme un aimant infiniment petit ayant des masses 4-m et- m 
à ses extrémités, une longueur ds et, par suite, un moment 
magnétique égal à mds. 

818. Intensité d'aimaniation. — Cela posé, on appelle inten- 
sité d' aimantation 1 en un point le quotient du moment ma- 
gnétique d'un élément de volume par le volume lui-même, 
en d'autres termes la valeur du moment par unité de volume. 
On aura ainsi 

- mds 

Cette intensité 1 représente le produit ht/ de la théorie de 
Poisson. 

L'intensité d'aimantation est i.ne grandeur géométrique 
définie, comme une force, par sa direction, qui est l'axe ma- 
gnétique de l'élément de volume, et par sa valeur numérique ; 
elle sera donc représentée en chaque point par une droite de 
direction et de longueur déterminées. 

Tous les phénomènes du magnétisme peuvent être exprimés 
en fonction de cette quantité seule. 
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ai». EzFrMsioB 4n poteaUci. — Soitl Tîntensité d'aimaata- 
lion en ud point M de raimant dont les coordonnées sont Xyj 
etz. Si l'intensité d'aimantation fait avec les axes des angles 
dont les cosinus soient X, |x, v, ses composantes A, B et C sui- 
vant les axes auront pour expressions 

A = 1X, 

C = Iv. 

Le moment magnétique d'un élément de volume est mds^Xdv, 
Son potentiel en un point P situé à la distance r sur une 
droite faisant un angle avec la direction de Taxe magnétique, 
c'est-à-dire avec la direction de l'intensité d'aimantation, est 
égal à (ifti) 



Ce potentiel peut élre considéré comme la somme des po- 
tentiels rfV«, rfVfc, rfVe, dus aux trois composantes A, B et C 
de l'aimantation. Si on désigne par l l'angle de la droite MP 
avec l'axe des x et par Ç, r^, Ç les coordonnées du point P, on a 

,,, Ar/i'CosB Kdv{\ — x) 
a\l^— — — 

* 
D'autre part, l'équation 

donne 

et, par suite, 

On en déduit 
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Le y3i^ti,\M de r^im-iGt enû-?f $"cfcti'înira ea eleodattt ces 
etpresiionf aa Tolame total, ce qui doaae 






Le poieoliel ao point P se trooTe ainsi expriaié en fonction 
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de la distancer de ce point aux différents éléments de Tolume 
de Taimant et de Tintensité de laimantation. 

Chacun des termes dont se compose le second membre de 
réquation (3) renferme un facteur qui est une différentielle 
exacte et peut être intégré par parties ; on obtient alors 

r -Ç C ^.rdz+Bdzda:+Cda:dr /yTi/?^^^B_^^^^^^^^. 

la première intégrale deyant être étendue à toute la surface 
et la seconde au volume de Taimant. 
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Soient I l'iDiensité de raimantation en un point de la sur- 
face S (fig. 73} et Tangle que fait sa direction avec la nor- 
male; a, ^, Y '^s cosinus des angles de la normale avec les axes ; 
enfin dS un élément de surface au point considéré, on a 

IrfS COSe = WS(a)w4-Pix4-r') 

= IX.xdS -¥- l^.^dS -+■ h.ydS, 

Les produits IX, 1\l, h sont les composantes de Taimantation, 
et orfS, ^S, ydS les projections de Télément de surface sur les 
plans coordonnés. On a donc 

I = kdydz -h Bdzdx -f- Cdxdj^ 
et l'expression du potentiel devient 

Les formules (i) et (4) représentent le même potentiel; 
si on les identifie, on voit que la densité superficielle et la 
densité cubique du magnétisme peuvent s'exprimer en 
fonction de l'intensité d'aimantation de la manière suivante : 

(5) c=l'COsO=:Aa-l-B3-f-CY, 

Ainsi, la densité superficielle du magnétisme est égale à la 
projection sur la normale à la surface de Pintensité d'aimanta- 
tion au même point; 

La densité cubique est égale et de signe contraire à la somme 
des dérivées partielles des composantes de raimantation par 
rapport aux trois axes. 

Les quantités p et 9, qui représentent les densités d'un fluide* 
dans l'hypothèse de Coulomb, peuvent être considérées comme 
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des quantités purement mathématiques. Ce sont deux sym- 
boles définis par les équations (5) et (6) ; pour abréger le 
langage, on leur conservera le nom de densités, mais sans atta- 
cher à ce mot sa signification littérale. 

Remarquons que Téquation de Poisson relative au\ déri- 
vées secondes devient, dans le cas actuel, 

Pour un point extérieur le second membre est identique- 
ment nul, puisque Tintensilé d^aimantation est constante et 
égale à zéro. 

820. Aimanta mniformes. — Considérons le cas particulier 
où Taimantation est !m//orme, c'est-à-dire, on l'intensité d'ai- 
mantation est constante en grandeur et en direction dans 
toute rétendue de Taimant ; les dérivées des composantes 
A, B, C sont nulles et Téquation (6) donne 

p*=o; 

il n'y a donc de magnétisme qu'à la surface. 
Le potentiel se réduit alors à 

I r^ScosO 



'f- 



ou, en appelant ^S^ la projection de dS sur un plan normal 
à Taimantation, 

rds, 



J '' 



Tous les éléments de volume étant aimantés parallèlement, le 
moment magnétique de Tensemble est égal à la somme des 
moments de tous les volumes élémentaires; on a donc 



u^C\ds>=\fdv=A. 
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Ainsif le moment magnétique dun aimant uniforme est égal 
au produit du volume par l'intensité d aimantation. 
L'expression de la densité superficielle 

a=lcos6 

montre que laclion extérieure d'un corps aimante unifor- 
mément est équivalente à celle de deux couches de glisse- 
ment (159), c'est-à-dire des deux couches qui résulteraient 
de la superposition de deux masses magnétiques homogènes, 
de densités =i=p égales et de signes contraires, dont la partie 
positive aurait glissé, parallèlement à l'aimantation, d'une 
quantité S telle qu'on ait pl=\. 

Nous avons dit (aos) qu'on pouvait expliquer l'action de la 
terre par un aimant infiniment petit placé au centre, ou par 
deux couches de glissement; on voit qu'on pourrait aussi 
supposer la terre uniformément aimantée, celte dernière 
condition étant équivalente aux deux autres. 

321. Force daBsl*lBlérlenrd'nB aimant. — On ne peut dé- 
terminer l'action magnétique dans la substance même d'un 
aimant sans creuser une cavité qui permette d'y placer un 
petit aimant d'épreuve ; mais la création d'une surface libre 
à Tintérieur de l'aimant équivaut à la formation d'une couche 
superficielle, ayant en général une action finie sur les points 
qu'elle renferme, et cette action dépend de la forme de la 
cavité. 

Une masse placée dans la cavité est alors située en dehors 
des masses agissantes, et la force qu'elle subit peut être déter- 
minée à la manière ordinaire. Cette force est la résultante de 
deux autres, l'une due aux masses extérieures et l'autre à la 
couche superficielle de la cavité; la seconde force dépend 
de la forme et de l'orientation de la cavité tandis que la pre- 
mière en est indépendante. 

L'intensité d'aimantation peut d'ailleurs être considérée 
comme constante en grandeur et en direction dans toute 
l'étendue du volume infiniment petit que l'on enlèvera; il 
sera donc possible de déterminer la seconde force pour 
certaines formes simples de la cavité. 

Êleeir. et Magn. I — 23 
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S99. — Considérotis d*abord une cavité cylindrique dont 
les génératrices soient parallèles et les bases normales à 
rintensité d'aimantation. La densité de la couche fictive sera 
nulle sur les parois latérales, puisque la composante nor- 
male de Taimantation est nulle en chaque point ; sur les deux 
bases, qui sont perpendiculaires à l'aimantation, la densité 
sera uniforme, égale à + 1 sur Tune et — 1 sur Tautre. Si 
rétendue de la base est égale à a, il y aura aux deux extré- 
mités du cylindre des masses magnétiques égales et con- 
traires 4- al et —al. 

Supposons le cylindre circulaire : soit r le rayon de la base 
et 2A la hauteur ; l'action des deux couches sur un point si- 
tué au milieu de Taxe est le double de celle d'un disque ho- 
mogène sur un point de la perpendiculaire élevé en son cen- 
tre. Pour calculer cette action, supposons la densité égale à 
l'unité et le disque partagé en zones élémentaires concentri- 
ques ; l'action d'une de ces zones située à une distance p du 
point considéré a pour composante suivant l'axe 

j^ 2T:rdr h 

dj= — 5 , 

P P 

ou, en tenant compte de la relation p*=r*4-A*, 

P 



En intégrant entre les limites p = A et p= y^H-i-A*, on ob- 
tient 



^=-(-7^)^ 



on aura donc pour raction des deux couches 

h 






Deux cas sont particulièrement intéressants, ceux où l'une 
des deux quantités A et r est très grande par rapport à l'autre. 
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Lorsque le cylindre est très allongé, le rapport r est très pe- 
tit et la valeur de R tend vers zéro. Alors la force réelle qui 
agit dans la cavité se réduit à Faction des masses extérieures. 
Un cylindre infiniment étroit à base quelconque donnera 
évidemment le même résultat; il en sera encore de même si 
Ton imagine dans l'aimant une section par une surface paral- 
lèle en chaque point aux lignes d'aimantation et qu'on sup- 
pose un intervalle infiniment mince entre les deux parties 
séparées. 

Lorsque le cylindre a la forme d'un disque plan, le rapport 

— est très petit et, à la limite, la valeur de R devient 

R=4^L 
Les composantes de cette force parallèles aux axes sont 

R,=4xA, 

Ry = 4^B, 

R,=4^C. 

Ces valeurs conviendront encore au cas d'une section infi- 
niment mince faite dans l'aimant perpendiculairement aux 
lignes d'aimantation. 

Si la cavité a la forme d'une sphère, les parois seront 
recouvertes de deux couches égales et contraires distribuées 
comme des couches de glissement; l'action R de cette couche 
sur tout point intérieur est constante, parallèle à l'aimanta- 
tion et a pour expression 

Pour une fente étroite dont la normale fait avec la di- 
rection de l'aimantation un angle 0, la force intérieure des 
couches superficielles est normale à la fente et égale à 

47:(7=4^I cos6. 

L'influencé de la forme de la cavité est bien manifeste dans 
ces différents exemples. 
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ssa. Force mairnéu^ne. — Daos le cas d'une cavité cylindri- 
que allongée, ou d'une fente parallèle aux lignes d'aimanta- 
tion, la force en un point ne dépend que du potentiel V des 
masses extérieures à l'élément de volume enlevé. Les compo- 
santes de cette force F sont 

dx dy dz 

C'est à la force ainsi définie que Ton convient d'attribuer 
d'une manière spéciale le nom force magnétique ou force résul- 
tante en un point de la masse aimantée, 

824. indaetioB maynéti^ne. — Si la cavité est un Cylindre 
très aplati ou une fente infiniment mince perpendiculaire 
aux lignes d^aimantation, les composantes de la force réelle F^ 
ont pour valeurs 

X,=X-hR,=X-f-4xA, 

(7) Y,=:Yh-R,,=Y+4xB, 

Z, = Z-f-R,=Z-f-47^C. 

Cette force F^ joue un rôle important dans l'élude de l'aiman- 
tation par influence ; on l'appelle induction magnétique. 

La somme des trois dérivées partielles de la fonction F| 
donne l'équation 

^x Ij Iz \^X ^J ^zj 

=4^P — 4^p=o. 

Ainsi l'induction magnétique satisfait à l'équation de La- 
place pour tous les points tant intérieurs qu'extérieurs aux mi> 
lieux aimantés. D'ailleurs elle se confond évidemment avec 
la force magnétique, pour tous les points extérieurs, puis- 
que l'aimantation I et ses composantes A, B et C sont alors 
égales à zéro. L'induction magnétique jouit donc des mêmes 
propriétés que l'induction électrostatique (lis). 

On appellera ligne d'induction une ligne à laquelle la force 
d'induction est tangente en chaque point; tube d'induction un 
canal limité latéralement par des lignes d'induction ; enfin, /7uâ? 
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d*inducHon au travers d*un élément de surface le produit de la 
surface de Télément par la composante normale de Tinduction. 
Puisque Tinduction satisfait à l'équation de Laplace pour 
tous les points intérieurs et extérieurs, il en résulte que le flux 
d'induction est une quantité constante dans toute retendue 
d'un tube d'induction. 

SS5. DlirérentM espèces d'aimante. — On peut diviser leS 

aimants en catégories distinctes suivant la manière dont varie 
l'intensité d'aimantation. 

386. Soiénoïdes mafrB^tiqnes. — On appelle solénoîde simple 
un aimant ayant la forme d'un filet à section constante, infi- 
niment petite, en chaque point duquel l'intensité d'aimanta- 
tion est elle-même constante et tangente à la direction du 
filet. 

La densité magnétique est nulle dans toute l'étendue du 
filet et sur sa surface latérale (aïo) ; aux extrémités seule- 




ment existent deux masses magnétiques égales et de signes 
contraires ; si I est l'intensité d'aimantation et a la section du 
filet, ces deux masses ont pour valeur absolue 

m=al. 

On peut appeler le produit al la puissance magnétique du 
solénoîde. 

Si, la section du filet et l'intensité d'aimantation étant va- 
riables, le produit a\ restait constant, le système constituerait 
encore un solénoîde magnétique simple. 

Un solénoîde simple se comporte pour tous les points cxté- 
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rieurs comme un aimant dont les pôles seraient situés ri- 
goureusement aux extrémités. 

Le potentiel en un point P (6g. 74), à une distance r, du 
pôle positif A3 et a une distance r^ du pôle négatif A|, a pour 
expression 



'^V^a V ^ Va rj' 



Si un pareil solénoîde est fermé, le potentiel est nul partout 
à l'extérieur ; par suite la force est nuUe^ et l'on ne peut 
découvrir le magnétisme qui existe dans le système qu'en le 
brisant en un point et séparant les extrémités. 

329. — Un filet magnétique à section constante ou variable, 
tangent en chaque point à la direction de l'aimantation, et 
dans lequel la puissance magnétique n'est pas constante, 
constitue un solénoîde complexe. Un pareil système peut être 
considéré comme la réunion en faisceau de plusieurs sole- 
noîdes simples de longueurs inégales. 

Un élément de longueur ds (fig. 75), dont la puissance 




magnétique est 7ii=al, a pour potentiel en un point exté- 
rieur P 

mdS ^ dr ^dr 



dW= — 5-cos0=— m-5-= — al 



H /-^ 



V 



Le potentiel en P du filet total est donc 

En intégrant le second membre par parties et désignant 
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par — m^ et 4- m^ les masses des extrémités A, et A,, on obtient 

""^t I dm 






Le potentiel est le même que s'il y avait en chaque point du 
filet une densité linéaire X définie parla relation 

dm_ d{a\) 
ds ds ^ 

et Ton peut écrire 

Tj r^ J r ' 

888. Aimanta •oiénovdaiix. — Un aimant est dit solénoïdal 
lorsqu'il peut être divisé en solénoîdes simples aboutissant à 
la surface ou fermés sur eux-mêmes. Il n'y a pas de magné- 
tisme libre à Tintérieur de Taimant; la distribution est 
purement superficielle. 

La densité cubique p élant nulle, on a 

;)A ^B ;)C 

8) - — h— +r-=o- 

Réciproquement, si la condition (8) est satisfaite, la den- 
sité est nulle en tout point intérieur et Taimant est solé- 
noïdal. 

829. Feniiieu maynéti^nes. — On appelle feuillet magné- 
tique simple un aimant constitué par deux surfaces infini- 
ment voisines équidistantes, chargées de couches magnéti- 
ques uniformes, égales et de signes contraires; ou encore un 
aimant formé de deux couches infiniment voisines non équi- 
distantes, toujours égales et de signes contraires, et telles 
que la densité en chaque point soit en raison inverse de leur 
distance. 

Si on désigne par h l'épaisseur du feuillet en un point et 
par a la densité de la couche, le produit /la doit être constant; 
on rappelle la puissance magnétique du feuillet. 
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On peut dire encore qu'un feuillet magnétique simple est 
une lame infiniment mince dont Taimantation est en chaque 
point normale à la surface et a une intensité inversement 
proportionnelle à l'épaisseur. 

Si on représente par ^ la puissance magnétique du feuillet^ 
on a donc 

La portion du feuillet qui correspond à un élément ^S 
peut être considérée comme un aimant infiniment petit de 
moment 

Le potentiel au point P (fig. 76) de cet élément du feuillet a 
pour expression 

,., h(jdS ^ ^dS 
d\= — ;j-cose=:— u-cosO, 




Fig. 76 

6 étant Tangle de la normale N menée extérieurement à la 
surface positive avec la droite r qui joint le point P à l'élé- 
ment dS. 

L'angle solide rfo), sous lequel du point P on voit l'élément 
^S, est donné par l'équation 

rfScose=r>rfa>, ou rfo)=^^^. 



Il en résulte 



rfV=*rfa). 
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Comme le facteur $ est constant, le potentiel du feuillet en 
P a pour expression 

(9) V=*a>. 

Il importe de bien définirlasigniBcation de Tangle solide o). 
Le potentiel d\ est positif ou négatif suivant que le point P 
Yoit la surface positive ou la surface négative de l'élément dS 
du feuillet, c'est-à-dire suivant que l'angle est aigu ou obtus. 
L'angle d(ù, considéré lui-même comme positif ou négatif 
dans les mêmes conditions, est la surface découpée sur une 
sphère de rayon égal h l'unité ayant pour centre le point P 
par un cône limité au contour de l'élément; c'est la surface 
apparcfite de cet élément. L'angle o>, ou la surface apparente 
du feuillet total est, par suite, déterminé par un cône limité 
au contour même du feuillet; il est positif ou négatif, suivant 
que la portion de feuillet que voit le point P à travers le con- 
tour est elle-même positive ou négative. Le potentiel du 
feuillet est donc indépendant de sa forme; il ne dépend que 
de sa puissance magnétique et de son contour. Il en résulte 
ce théorème important de Gauss : 

Le potentiel dun feuillet magnétique simple en un point 
extérieur est égal au produit de la puissance magnétique du 
feuillet par sa surface apparente vue de ce point. 

Pour que le potentiel soit nul en un point, il faut et il suf- 
fit que la surface apparente du feuillet soit nulle. 

La surface apparente du feuillet est nulle si, le contour 
étant un plan, le point considéré est situé dans ce plan. 

Elle est nulle, le feuillet étant quelconque, quand elle se 
compose de parties de signes contraires donnant une somme 
algébrique nulle. 

En particulier, si le feuillet forme une surface fermée, le 
potentiel est nul pour tout point extérieur. Pour un point in- 
térieur au feuillet, l'angle co est égal à 4^, le potentiel est 
donc constant et égal à 4^* ; il est de même signe que la sur- 
face intérieure. Ce potentiel ayant une valeur constante tant 
à l'intérieur qu'à l'extérieur, l'action du feuillet fermé sur un 
point quelconque est nulle. 
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sao. — Si deux feuillets magnétiques S et S' (fig. 77) 
de même puissance ont le même contour et que leurs sur- 
faces en regard soient de signes contraires, leurs potentiels 
sont égaux pour tous les points situés en dehors de Tespace 
qu'ils comprennent ; ces potentiels diffèrent, au contraire, 
de 4^^ pour tous les points situés entre les deux surfaces. 
En effet, le potentiel de lun des feuillets S est positif et égal 
à *(i), celui de l'autre feuillet S' est— *w'; la différence est 
donc 

*((i)-f-ù)')=:4-*. 

De même, pour deux points infiniment voisins situés de 
part et d'autre d'un feuillet magnétique, à une distance finie 
du contour, la différence des potentiels est égale à 4^?:*, car elle 




Fig. 77 

est pour l'un *w et pour l'autre — $(4x— w). Ainsi, quand 
le point considéré traverse un feuillet dans le sens de l'ai- 
mantation, c'est-à-dire de la face négative à la face positive, 
le potentiel augmente brusquement de 4x^. 

Si, le point restant fixe, le feuillet se déformait de manière 
à passer de la position S' à la position S (fig. 77), le potentiel 
en P éprouverait le même accroissement de 4^*. 

En réalité, la variation du potentiel ne se fait pas brusque- 
ment sur une surface géométrique, parce que le feuillet a 
nécessairement une épaisseur finie, et il est facile de voir que 
le potentiel en P varie d'une manière continue pendant que 
le point traverse la couche aimantée. 

En effet, partageons le feuillet SS' (fig. 78) en deux cou- 
ches parallèles d'épaisseurs xetA— a: et de puissances ^^et^,, 
et considérons le point P sur la surface de séparation des deux 
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nouveaux feuillets. Le potentiel en P a pour valeur 
V=a)*,-(47:-(o)*^ 

= (I) ($1 -h $2) — 4tc$^ = 0)$ — 4x*^ . 



On a d'ailleurs 



$^ = (yX=*j, 



et, par conséquent, 




Fig. 78 

L'action normale du feuillet au point P est 



^x ^x h Dx 



Cette expression, comme on aurait pu le prévoir, est la 
composante normale de Tinduction au point P. En effet, nous 
avons admis implicitement que nous placions le point P dans 
une fente infiniment mince perpendiculaire aux lignes d*ai- 
mantation : le terme 4^1 est la force qu'il faut ajouter aux 
actions extérieures pour avoir la valeur de la force réelle à 
l'intérieur de la cavité. 

Remarquons encore que, si l'intensité d'aimantation est 
finie, la puissance magnétique ^ du feuillet est une quantité 
infiniment petite; pour tout point extérieur situé à une dis- 
tance finie du contour du feuillet la force a donc une valeur 
infiniment petite, tandis que dans l'intérieur du feuillet la 
force a une valeur finie 4^1) dirigée suivant la normale et en 
sens opposé à celui de l'aimantation. 
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MMt. iiwBBf jawinaiiiB — Uq ûmant est dit lamellaire 
quand il peut étrediTisé ea feaillets magoéiiqiies amples fer- 
més oa en feuillets onrerts ayant leur conUmr sur la surface 
de Taimant* 

Désignons par $ la somme des puissances magnétiques des 
feuillets que l'on rencontre en allant d*un point donné au 
point dont les coordonnées sont x, r, x, soifant une ligne 
(racée dans l'intérieur de Taimant. Cette quantité $ est une 
fonction des coordonnées, indépendante de la ligne qui joint 
les deux points ; elle a une Taleur constante sur toute la surface 
d'un feuillet, mais Tarie d'un feuillet à un autre. 

Les lignes d'aimantation sont, par définition, orthogonales 
aux surfaces des feuillets élémentaires, et l'intensité d'aiman- 
tation est en chaque point en raison inverse de la distance 
normale dn de deux feuillets consécutifs. On a donc 

sas. F»<raUei d'atMantattoa. — Ainsi, la fonction $ jouit, au 
signe près, par rapport à l'aimantation, des mêmes propriétés 
que le potentiel par rapport aux forces extérieures. On peut, 
par analogie, appeler />o/^n/i>/ (fatman/a/ton la fonction — $. 
Les composantes de l'aimantation suivant les axes de coor- 
données sont respectivement égales aux dérivées partielles 
correspondantes de la fonction $ : 

Dx ^jr ^z 

On en déduit 

(i i) Arfx4-Bdfy4-Crf2=rf*. 

Le premier membre de celte équation est donc une diffé- 
rentielle exacte. Inversement, si l'expression Arfx-hBdf^-f-Crf^ 
est la différentielle exacte d'une fonction des coordonnées, les 
composantes de Taimantation sont égales respectivement aux 
dérivées partielles de cette fonction, et raimantation est la- 
mellaire. 
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On peut exprimer la condition d'aimantation lamellaire par 
des équations dans lesquelles ne figure pas la fonction $. 
On a, en effet, 

ce qui donne les trois équations 

(12) T"=^» 

^X "bZ 

aaa. — Un feuillet magnétique est dit complexe lorsque, 
l'aimantation étant toujours normale en chaque point, la 
puissance magnétique n'est plus constante dans toute reten- 
due du feuillet. 

Le potentiel au point P de l'élément dS du feuillet est en- 
core 

r^r . , *cose,c 
aV= *aa) = ^ — rfS, 



et le potentiel du feuillet tout entier 

'^^ cosO 



V=f<t^d.=f^dS, 



l'intégrale étant étendue à toute la surface du feuillet. 

Lorsqu'un aimant peut être divisé en feuillets magnétiques 
complexes, l'intensité d'aimantation n'est plus en raison in- 
verse de la distance de deux feuillets infiniment voisins, mais 
les lignes d'aimantation sont encore orthogonales aux surfa- 
ces des feuillets, ce qui donne la condition 



(.3) 



A 


B 


c 


3*" 


"D*" 


3* 


ix 


3j 


Hz 



366 MAGNÉTISME. 

Dans ce cas, TcxpressioD Adx-^-Bdj^-^Cdz n'est plus une 
différentielle exacte. On peut encore éliminer la fonction $ 
entre ces équations, et on obtient 



(I 



« *C^-f)-''(i4t)-'=(^i=»- 



Telle est la condition qui doit être satisfaite pour une ai- 
mantation lamellaire complexe. 

Réciproquement, si Téquation (i4)cst satisfaite, Taimant est 
formé de feuillets magnétiques complexes, puisque les lignes 
d'aimantation sont orthogonales à un système de surfaces ; 
à moins que chacune des expressions comprises entre pa- 
renthèses ne soit nulle séparément, auquel cas l'aimantation 
serait lamellaire, d'après les équations (la). 

S84. Potentiel d'na aimant soléneïdal. — Le potentiel d*un 

aimant a pour valeur générale 



V=JfrfS4.Jirf^. 



Si l'aimant est solénoîdal, la densité p est nulle partout et 
le potentiel se réduit à 

1 cosO 



\=fZdS=fi^dS 



Le potentiel d'un aimant solénoîdal, en un point quelconque 
intérieur ou extérieur, ne dépend donc que de la densité su- 
perficielle, ou de la composante normale de Tintensité d'ai- 
mantation en chaque point de la surface. Ce potentiel est in- 
dépendant de la manière dont varie l'aimantation intérieure, 
ou, en d'autres termes, de la forme intérieure des filets solé- 
noïdaux qui aboutissent a la surface, ainsi que de l'existence 
de filets fermés. 

Pour la terre, par exemple, on peut imaginer que le magné- 
tisme soit produit par des filets solénoîdaux, maintenus dans 
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les roches superficielles à basse température, et aboutissant 
à la surface de manière à donner une distribution équivalente 
a celle d*une aimantation uniforme (aso). 

sas. Potentiel d*«B aifluuit lameUaire. — Si Taimant est la- 
mellaire, il est composé de feuillets magnétiques fermés et de 
feuillets ouverts ayant leur contour sur la surface. La force 
extérieure dépend seulement de la forme et de la position du 
contour des feuillets ouverts, c'est-à-dire des zones infiniment 
minces interceptées sur la surface par deux feuillets voisins, 
et nullement de la forme des feuillets. 

Pour un point intérieur, la force dans une fente comprise 
entre deux feuillets, ou Tinduction magnétique, s'obtiendra 
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Fig. 79 





en composant Taction déterminée par ces zones successives 
avec une force de sens inverse à l'aimantation au point con- 
sidéré et égale à 4^1. Les potentiels à Taide desquels s'expri- 
ment ces forces peuvent être obtenus directement par les 
considérations suivantes. 

Faisons d'abord abstraction des feuillets fermés et suppo- 
sons qu'après avoir enlevé tous les feuillets ouverts que ren- 
ferme l'aimant, on les remplace par des feuillets respective- 
ment de même puissance, terminés aux mêmes contours, mais 
appliqués sur la surface elle-même : c'est l'opération qu'on 
pourrait réaliser physiquement si chacun des feuillets était 
formé d'une membrane élastique, fixée par son contour, qu'on 
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étendrait de manière à l'appliquer sur la surface de Taimanl, 
sans modifier sa puissance magnétique. Admettons, par exem- 
ple, dans la figure 79, que tous ces feuillets aient leurs faces 
positives tournées vers le haut, et qu'on les amène à recouvrir 
le point A de la surface de l'aimant où la fonction ^ a sa 
valeur maximum. 

La surface entière sera ainsi occupée par une série de feuil- 
lets dont la superposition constitue un feuillet complexe et 
produit en tout point extérieur le même potentiel que l'aimant 
primitif. 

Considérons maintenant un point P situé à Tintérieur. Pour 
tous les feuillets primitivement compris entre les points P et A, 
le potentiel n'a pas changé par le fait de la transformation ; mais 
pour chacun des autres feuillets qui ont été traversés par le 
point P, le potentiel a diminué de ^r.d^. Soit donc — % le 
potentiel d'aimantation en P et — $^ la valeur de ce potentiel 
au point de la surface où la fonction $ est minimum ; pendant 
la transformation, le potentiel en P aura diminué du produit 

de 4?^ par 1^ somme / d^ des puissances magnétiques de tous 

les feuillets situés entre les points P et 0, c'est-à-dire de 
4t:{% — ^^)j et il faudra ajouter cette quantité au nouveau 
potentiel du point P pour lui rendre la valeur qu'il avait pri- 
mitivement. 

En un point quelconque M du feuillet superficiel résultant 
ainsi constitué, la puissance magnétique est égale à la somme 

/ d^ de celle des feuillets qu'on y a superposés; elle est donc 

égale à * — $^, en appelant — $ la valeur en ce point du po- 
tentiel primitif d'aimantation. Par suite, le potentiel de toutes 

les couches sur le point P est égal à / (*— *Jrf(o. 

Si le point P n'est pas entouré de feuillets fermés, le potentiel 
en ce point a diminué de 4'ï^($^— $J pendant la transforma- 
tion ; la valeur primitive de ce potentiel était donc 

(i5) V,=J(*-<ï>Jrfu)+4x(*^-*,). 
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Supposons maintenant qu'il existe des Teuillets fermés; il 
n'y a à tenir compte que de ceux qui comprennent le point P. 
Soit ^^ la valeur de * sur le plus grand d'entre eux. La somme 
des puissances magnétiques des feuillets ouverts du point au 
point P est *^ — *^; celle des feuillets fermés qui compren- 
nent le point P et qui n'ont pas été déplacés par la transforma- 
tion précédente est égale à *p — 4>^. 

Le potentiel au point P est donc 

ou 

V. . /'(cI)-<^J,/,.,-f-4::(<I>^,-cI>J. 

On voit que les feuillets fermés ne modifient pas l'expres- 
sion du potentiel intérieur. 

Le potentiel extérieur n'est pas changé par le transport des 
feuillets à la surface; il a pour expression 

(i6) V,:^ p<I>-4>Jr/a). 

Les deux formules (i 5) et (i 6) peuvent être simplifiées, si Ton 

remarque que l'intégrale / diù est égale à zéro pour les points 

extérieurs et à —/\t. pour les points intérieurs. 
Il vient alors 

En désignant par £2 une fonction définie par la relation 

(17) |(*-<l>J^(0 = ii, 

Électr. et Magn. I — 2'i 
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on pourra mcltre le potcnlicl sons la Tormc 

(16)" V.--Û. 

* 336. — H est facile de montrer que le potentiel, malgré la 
difl'érence de forme des expressions de V^ et de V„ varie d'une 
manière continue quand on traverse la surface de l'aimant. 
En effet, considérons deux points M^et M^ inûniment voisins, 
l'un extérieur et Tautre intérieur à la surface S. Quand on 
passe de M^ à M, la fonction Q diminue de 

On a donc, de part et d'autre de la surface, 

(18) û,:-Û,-^4::(*-*). 

Les potentiels magnétiques en M« et M, sont 

-.û,-h4x(*-*)-Û.; 

les deux valeurs sont donc égales. 

337. Potentiel d'Induction. — La fonction Q joue par rap- 
port à l'induction F^ le même rôle que la fonction V par rapn 
port «1 la résultante magnétique F. En effet, les composante^ 
de la force F^ ont pour valeurs (320) 

^V I 

Y,=-^4-4.B. I 
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D*un autre côté, nous savons que Ton a (ss2) 
._D<t p__*^* r--.*^* 

De l'équation 

V=Û-h4x(*-*J 



on déduit 



Dx """ Dx " ^x ~" Dx * ' 

5V DÛ , D* i>Û . D 

— r— == — r 4^r— = — r 4^o» 

^J ^J ^J ^^ 

DV Dû , D* ^Û / /. 

-d7^-d7-4^d7^-d7"^^^' 
et, par suite, 

Y _ ^Û 

^* -~dI' 

('9) ^'^"W 

„ _ Dû 

^•-~dI- 



LfCS composantes de Tinduction F^ sont donc égales et de si- 
gne contraire aux dérivées partielles de la fonction û. 

D^autre part, les fonctions V et Û sont identiques pour tous 
les points extérieurs aux milieux aimantés, points pour les- 
quels Tinduction et ia force magnétique sont elles-mêmes 
identiques. Par conséquent la fonction 



Û 



^/(*-*o)rf<- 



peut être considérée comme le potentiel (f induction magné- 
tique d'un aimant lamellaire. 

388. Allergie potentielle des aimante. — L'énergie d'un ai- 
mant permanent dans un champ magnétique produit par un 
système invariable a pour expression générale, en appelant 
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m la masse magnétique située au point où le potentiel du 
champ estV, 



ou encore, en fonction de la densité superficielle et de la 
densité cubique du magnétisme, 



"W^: f\z(IS-h jWpth. 



Cette énergie est le travail qu'il faudrait dépenser pour 
amener de Tinfini dans la position qu'il occupe l'aimant con- 
sidéré, ou inversement le travail qu'il pourrait produire en 
s'éloignant à l'infini. 

Pour exprimer l'énergie en fonction de l'intensité d'ai- 
mantation, il suffirait de remplacer les densités par leurs 
valeurs connues; mais il est plus simple de considérer le 
problème directement. Un élément de volume r/v, dont le mo- 
ment magnétique est Idv^ équivaut à un petit aimant de niasse 
m, de longueur rf.v, parallèle à la direction d'aimantation. En 
appelant Vet V le potentiel du champ aux points ou se trou- 
vent les masses —m et -h m, l'énergie de cet élément de vo- 
lume est 

V — V ^V 

^ ' as \^ 

Si on représente par l l'angle que fait la direction de Tai- 
mantation avec la direction du champ et par dn la distance 
normale au point considéré des deux surfaces de niveau V et 

V, on a 

-——-7— C0SC = — FCOSG — — (Xa4-Ysx4-Zv), 
^s dn r- /T 

X, Y et Z étant les composantes de la force du champ, X, ;jl et v 
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les cosinus des angles de raimanlationaveclesaxes. L'énergie 
élémentaire a donc pour expression 

rfW:=-(XlX-lYIix-f-Zlv)./vr^-(AX + BY + CZ)rf^ 
cl, par suite, Ténergie de Taiinant total est 

W^z.-|(AX-^BY-^CZ)rA^ 



20 



Si le champ est uniforme, les composantes X, Y et Z sont 
constantes. En appelant a, 3 et y les cosinus des angles de 
la force F avec les axes, il vient 

W^-Ffa I Arfv' + g /Br^ + Y rCrfvl. 

Si on désigne par K le moment magnétique de Taimant, 
par l, m et n les cosinus des angles que fait Taxe magnétique 
avec les axes de coordonnées, on a 

('k(h ^ R/, ( ^ch Km , icds> -- Kn , 

et Ténergie devient 

(21) W^-FK(a/+^m + Y'^)-=-PKcoso, 

étant l'angle de Taxe magnétique avec la direction du champ. 
Ce résultat pouvait être écrit directement. 

L'énergie est minimum et égale à — FR et, par suite, l'équi- 
libre stable quand Tanglé 3 est nul, c'est-à-dire quand Taxe 
magnétique est parallèle à la direction du champ. Il y a équi- 
libre instable si ces deux directions sont opposées; l'énergie est 
alors maximum et égale à FR. Enfin l'énergie est nulle quand 
les deux directions sont rectangulaires. 

3S9. Eneriple d'an fealUet maipnéliqae. — Si le SVStème est 

un feuillet magnétique simple S, le moment magnétique d'un 



^lénent 4e «irraec -i-i feuii*t»t est ♦•/§ et fim 
renerzk rfn feuillet e^ donc 



La parenthèse \a— liV— Z> représeole la projcctiofi F, de 
la forée da champ sur 1j nonnale aa feuillet; le produit 
F«i/S e^t le flux de force du champ correspondant à réié- 
ment dS : ce flux e§t compte por^îliTement quand il trarerse le 
feuillet de la face oézatÎTe à la face positiTe» et négatÎTemeot 
en ien^ contraire. On Toit d'^nc que Tint^grale du second 
membre exprime simplement la râleur du flux limité au con- 
lour et, par suite, qu'elle est indt-pendante de la forme de 
la surface qui s> rattiche. Soit la xaleur de ce flux, Téner- 
gie potentielle du feuillet a pour expression 

Par suite, fénergie potentielle d'un feuillet est égale au pro- 
duit^ pris en signe contraire, de la puissance du feuillet par le 
flux de force qui pénétre par sa face négative. 

%%m. — Ce résullat peut être obtenu directement. En eflet, 
l'énergie d*une masse m dans le champ d*un feuillet magné- 
tique simple a pour expression 

rfW = mV = m^{ù=^^nuù. 

Or, le produit nuù est le flux de force qui émane du point 
dans Tangle o) et qui, par conséquent, traverse le feuillet en 
entrant par la surface positive. Le flux dQ qui entre par la 
surface négative a la même valeur prise en signe contraire, 
(• esl-a-dire — mw. On a donc 
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Or rénergie d*un système magnétique dans le champ du 
rcuillet est la somme des énergies des différentes masses; c'est 
donc le produit, pris en signe contraire, de la puissance 
magnétique ^ du feuillet par la somme des flux de force qui 
lo traversent, c'est-à-dire par le flux de force qui émane du 
système et entre dans le feuillet par la face négative. 

ail. — Si ce système est un second feuillet S', le flux de 
force Q est proportionnel à la puissance magnétique ^' de ce 
second feuillet et on peut écrire Q = M^', le coefficient M 
étant le flux de force que recevrait le premier feuillet, si la 
puissance du second était égale à Tunité. L'énergie du pre- 
mier feuillet dans le champ du second est donc 

(23) W = -**'[«. 

L'énergie du second feuillet dans le champ du premier a la 
même valeur et s'exprimera de la même manière^ 

en fonction du flux de force qui émanant du premier traver- 
serait le second ; on en conclut 

(24) Mr^M'. 

Ainsi quand deux feuilleti magnétiques de puissances égales 
à r unité sont en présence^ le flux de force qui émane de Cun 
pour traverser r autre en entrant par la face négative est le 
même pour les deux. 

On remarquera l'analogie de cette propriété avec le théo» 
rème démontré plus haut (ea) et relatif à l'induction électro- 
statique entre deux conducteurs. 

84S. — L'équation (22) montre que rénergie d*un feuillet 
dans un champ magnétique ne dépend que du flux de force 
qui traverse la surface limitée par le contour du feuillet el 
qu'il est indépendant de la forme de celle surface. Cette éner- 
gie et, par suite, la force qui s'exerce sur le feuillet» peuvent 
donc être exprimées en fonction de la courbe du contour. 

De même l'énergie réciproque de deux feuillctsdonnée par 
réqiiation (23) ne dépend que des deux contours ; cette éner- 
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gie et la force réciproque doivent aussi pouvoir s'exprimer en 
fonction des deux courbes qui limitent les feuillets. 

343. Action dl'aa ehaoïp sur mu feuillet. — Considérons UD 

feuillet S (fig. 80) situé dans un champ magnétique quelcon- 
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que. Lorsque ce feuillet éprouve un déplacement infiniment 
petit, Faccroissement d'énergie potentielle est 

rfQ étant l'accroissement du flux de force qui traverse le feuil- 
let par la face négative. Le travail r/T des forces magnétiques 
étant égal et de signe contraire à rfW, on a 

r/T-4>r/Q. 

Comme la forme du feuillet estindiiïérenle, nous pouvons sup- 
poser qu'il fait partie d'une surface continue S, passant par 
les positions C et C^ qu'occupe successivement le contour, et 
{\w(t celui-ci ne fait que glisser sur la surface. 

Le travail des forces magnétiques est proportionnel à l'ex- 
cès du flux de force qui traverse la surface limitée par le 
contour C^ sur celui qui traverse la surface limitée par le con- 
tour C. Le flux de force relatif à la portion commune aux 
deux feuillets disparaît par différence, de sorte qu'on appelant 
<7et q les flux qui traversent les fuseaux AMB et AM'B, on a 
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Soit ab un élément du premier contour, a^b^ sa nouvelle 
position après le déplacement, F la force du champ en ce 
point. Pour obtenir la partie dq du flux relative au déplace- 
ment, on fera le produit de la force F par'la projection sur un 







Fig. 8i 



plan perpendiculaire à cette force du parallélogramme abb^a^ 
qu'a décrit l'élément. 

Afin de mieux voir la signification géométrique de ce pro- 
duit, imaginons un observateur couché le long de la courbe C 
de manière qu'en regardant le feuillet il ait à sa droite la 
face négative. Le sens positif des arcs est celui d'un mobile 
qui irait des pieds à la têle de l'observateur. Prenons pour plan 
desjc le plan Yds, et la direction de la force F comme axe 
des j (fig. 8i). Soit a l'angle de l'élément ds^ compté dans le 
sens positif, avec la force F. La projection du parallélogramme 
abb^a^ sur le plan des xz normal à la force F est un nouveau 
parallélogramme ab'b[a[. On peut considérer ce dernier comme 
ayant pour base ab' = dssinoi, et pour hauteur ac, c'est-à-dire 
l'abscisse du point a^ ou la projection s du déplacement aa^ 
sur Taxe ax normal au plan Fds. On a donc 

(^5) d<i~¥ds sina X t. 

Le travail correspondant est 

^d(/ - ^¥ds si n a X £ . 
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Ce traTail est le même que si Télément ds était soumis à 
I action d*uDe force 

d^=^Vds sim 

parallèle à Taie des x^ c'est-à-dire normale au plan Fds, 
On est ainsi conduit à ce théorème important : 

L'action d'un champ magnétique sur wè fettUlet est équiva- 
lente à celle dun système de forces appliquées aux différents 
éléments du contour. 

La force qu'il faut supposer appliquée à chaque élément 
est normale au plan qui passe par Télément et la direction du 
champ et dirigée Yers la gauche d'un observateur placé dans 
rélément suivant la direction positive et regardant la direction 
de la force F. 

844. — Si Ton considère ces aclions comme réelles, on peut 
énoncer le théorème suivant : 

L action d'un champ magnétique sur wi élément de contour 
d'un feuillet est égale au produit de la puissance magnétique 
du feuillet'par la force du champ^ la longueur de télémefit et 
le sinus de tangle compris^ en d autres termes^ par la surface 
d\=FdssinAdu parallélogramme construit sur la force F et 
rélément ds. 

On a donc simplement 

do = ^dA, dq=^tdA. 

En particulier, si le système magnétique se réduit à une 
masse unique m à une distance r de Télcment dsy la force P 

est égale à-;j et Taclion élémentaire devient : 
r/9 = 4>-jrf^sina. 

Donc, Vaction dtm pôle magnétique sur un élément de con- 
tour dun feuillet est en raison inverse du carré de la distance et 
proportionnelle au sinus de l'angle que fait C clément avec la 
droite qui joint le pôle à Vêlement. 
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845. — Remarquons encore que dq représente le flux de 
force coupé par Télément ds pendant le déplacement aa„ ce 
fluide force coupé étant compté comme positif ou négatif 
suivant que le déplacement s*eflectue à gauche ou à droite 
de Tobsenrateur dont la position a été déflnie plus haut. Il en 
résulte ce théorème : 

Le travail des forces maffuétiques pendant le déplacement est 
égal au produit de la puissance du feuillet par la somme des flux 
de force coupés par chacun des éléments du contour. 

S16. — Supposons que le système extérieur se réduise à une 
masse magnétique égale à Tunité et placée à Torigine des 
coordonnées. Soit C le contour du feuillet et ds un élément 
situé à la distance r, en un point M dont les coordonnées 
sont x^y eiz. 

Appelons X, {a et v les cosinus des angles que fait avec les 
axes la force do. Cette force étant perpendiculaire à l'élé- 
ment ds et a la droite OM suivant laquelle est dirigée l'action 

3 émanant du point 0^ on a les relations 

Xx -4-|x7 H-V2 =o, 
Xrfx-h|xrfxH-vrf3 = o ; 
d où Ton déduit 

X _ ;/. _ y _ I 

j dz — zdj zdx — xdz xdy —j dx rds si n a' 

2 désignant Tangle que fait la droite OM avec l'élément ds. 

Comme la force d<^ est égale à-^rf^sina, ses composantes 

^5» dti et dÇ sont 

4> 
d%—\do=^'^{jdz'-zdj), 

4> 
dr^ — [kdo ^-^ {zdx — xdz) , 

rfï = 'fdo = yj {xdj -ydx) . 
L'action du point sur le feuillet s'obtiendra en étendant 
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magnétisme:. 



ces expressions au contour total. Enfin, Taction F du feuillet 
sur le point passe par ce point et les composantes X, \\Z 
de cette force sont égales et de signes contraires à celles 
de l'action du point sur le feuillet; on a donc 



:u6) 






Z ^«1 



,./. 



*) dx—xdy 
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Fig. 82 
317. Aelion réciproque de dleax fenlIleU. — NouS pOUVODS 

déterminer maintenant l'action réciproque de deux fenilletsS 
et S'. L'action de S sur S' peut être considérée comme la ré- 
sultante des actions, déterminées par la règle précédente, 
qu'exercerait le feuillet S sur chacun des éléments ds du con- 
tour C du second feuillet. 

Supposons que Tun de ces éléments ds soit situé en 
(fig. 8.>) et dirigé suivant Taxe des x. L'action d^' qui s'exerce 
sur cet clément est égale à ^'¥ds sina et située dans le plan 
des zj\ les composantes de cette force sont 

d^^^o, 
^ dTt':=^i^Td.s' sina. cos{i = *'Zr/.v', 
d";' - ~~ i^'Fds' sin a', sing — - <I>'Yr/.v' : 
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ce qui donne, en exprimant les forces Z et Y en fonction des 
coordonnées x, y et z du point M où se trouve l'élément ds, 

1 (Lr — X(ly 



(9.7) f/r/ — <1>*V/a' r^— ^ 



r/r' — **V/.v / . 

On peut encore considérer l'action du contour C sur l'élément 
ds comme la résultante d'actions directes qu'exerceraient sur 
l'élément ds chacun des éléments ds, La seule condition im- 
posée à cette action élémentaire est que l'intégrale des com- 
posantes partielles étendue au contour C reproduise les 
expressions qui précèdent. 

at8. — D'après cela, la solution la plus simple pour Fac- 
tion de ds sur ds est une force/dont les composantes paral- 
lèles aux axes /p,y^,/, soient, en représentant par a le pro- 
duit**'^/, 

., xdz — zdx x^ j / z\ 

j-.=-» — -. — —"T-d[^y 

349. — Il est permis d'ajouter à chacune des composantes 
de l'action élémentaire une différentielle exacte des coordon- 
nées x, j et z, puisque les intégrales étendues au contour C 
donneront pour ces termes des valeurs nulles. Il y a donc une 
infinité d'expressions par lesquelles on peut traduire Taction 
des éléments de deux feuillets magnétiques. 

Soient aX, aY et aZ des fonctions des coordonnées x^y, z\ 
on satisfera au problème en prenant pour composantes de 
l'action 



(-9) fy-'\^^^-'%^^\ 
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Sfto. — Imposons, par exemple, à cette force la condition 
qu'elle soit dirigée suivant la droite qui joint les éléments, de 
sorte qu'on ait 

X y z /•' 



il en résulte 



ou 



n \x/ X 



d\=^d\- 



X /-* \XJ 

Pour que les seconds membres de ces deux dernières équa- 
tions soient des différentielles exactes d'une fonction des coor- 
données, il faut qu'on ait 

d\=d{^, 

et, par suite, 

^=^(S-?)=<'(9). 

''^=''(f?)=<'(?)- 

Les composantes de la force élémentaire seront alors 
f^^adl^, 

La force elle-même peut être déterminée par la relation 
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qui donne 

Si on appelle et 0' les angles que font respectivement les 
éléments ds et ds avec la droite OM qui les joint et £ Tangle de 
ces deux éléments, on a 

^x 

•-- = C0S6, 

X 

-; = COS0 , 



et il vient 



--=cos6, 
/=-;j cose — cos6cosô' \ds. 



Si on compte Taction de ds sur ds et la distance r suivant 
la direction MO, il faudra changer le signe de la force et rem- 
placer les angles 6 et 6' par x— et ::— 0', ce qui ne change pas 
le signe du produit des cosinus. 

Représentons par d^*}^ laction de ds sur ds, qui est un infini- 
ment petit du second ordre, et considérons celte force comme 
répulsive; on aura finalement 

/Q X ^i. 1^^'dsds ( 3 ^ A 

[ôi] d^^~ ( cosc — cos6 cos6 y 

351. — On peut donner à cette expression une autre forme 
plus commode pour évaluer le travail. 

Soient C et C (Gg. 83) les contours de deux feuillets, ds 
et ds les éléments en P et P', et comptons respectivement les 
arcs s et / à partir de points fixes et 0'. 

On a, d'après la figure, 

^'' 

C0S6 = — r-» 

^s 

cosO ^T-i" 
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Abaissant des extrémités P' et P' de Télémeat ds' des per- 
pendiculaires P'A et P'^A' sur la tangente à la courbe C au 
point P, il vient 

PA — rcosô, 
PA':.rcose-4-^i;^rf,', 



d*oii Ton déduit 






// ' ! 



i* A A* 

Fig. 83 



D*autre pari, la distance AA' est la projection de rélémenl 
ds sur la tangente en P à la courbe s, ce qui donne 



et, par suite, 



M^=^±^ds^ds' 



COSe, 



^\iyj _ ^r^r 






L'action élémentaire peut donc s'écrire 

(P>l=z ;-h/* 7 ; 
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On a d'ailleurs 

^i\r__L-i^ ' ^''^'_ I r DV iD/D/1 

^5cV ^ 2V^ 7 »^'^<^'^' 4'V '" ^^"^ *^^ ~~ a/'V'" L **'^<^' ^ ^^ ^^ J 

ce qui donne ûoalement 

(3.) rf>^^____. 

SAS. — Pour évaluer l'énergie relative du système, sup- 
posons que le feuillet S' s'éloigne et que pendant le temps dt 

la distance r de deux éléments varie de —rff ou av^r-^rff. 
Le travail élémentaire correspondant de la force (P^ est égal 
à d^^-j7-dtj de sorte que le travail total d^T relatif à l'élément 
ds pour le temps dt est 

d^T = ^^^'dtds p^plLds. 
En intégrant par parties, on a 

Le premier terme du second membre est nul pour le con- 
tour fermé C, ce qui donne 






Le travail élémentaire relatif aux actions des deux circuits 
pendant le temps dt est donc 

dT=.-s<p<P'dtfn4^plds-ds. 

Éiedr. et Magn. I. — io 
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Ce travail devant être symétrique par rapport aux contours 
C et C\ on a aussi 

JJ :>s c\Of 

Il en résulte, en prenant la demi-somme de ces expres- 
sions, ^ 



a 



on 






L'énergie potentielle relative W des deux feuillets est égale 
au travail que peuvent accomplir les forces lorsque Tun des 
feuillets C s'éloigne à Tinfini. On a donc 



(33) \\-^-i^<p'JJ^Lhfds^^^^^ 



aftS. — Cette expression de l'énergie peut être mise sous 
plusieurs formes différentes. 
On a, en effet,. . 

-r T^~-rT"T^~"7-'^^se COSO --7-----T- 



On peut donc écrire 

J J ^^ ^^ 
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En intégrant par parties la dernière expression, on a 

./ cVcV L^d Jr ^» 

Le premier terme du second membre devant être étendu au 
contour ferme C est nul; il reste donc 

J ^s^s J r :>s J r 

et, par suite, 

(34) W =: cix^' /Y££!! dsds. 

Cette Tormule remarquable est due a F.-E. Neumann. On 
en déduit, pour la valeur du coefQcient M (84i) qui exprime 
le flux de force commun aux deux feuillets supposés d'in- 
tensité égale à l'unité, 



(35) M = - CfS211fisfls\ 



CHAPITRE TROISIÈME 



CAS PARTICULIERS 



8A4. Potentiel d^an aintAMt nniforme. — L'aclion magné- 
tique d'un corps aimanté uniformément étant équivalente à 
celle de deux couches de glissement (aso), le potentiel V 
peut se déduire facilement de celui d'une masse liomogëne 
qui remplirait tout le volume. Soit P la valeur de ce poten- 
tiel en un point M quand la densité de la masse est égale à 
Tunité, sa valeur sera pP si la densité est p. 

Le potentiel du système des deux couches est évidemment 
la somme du potentiel pP de la masse positive et du potentiel 
— pP' d'une masse négative identique qui aurait glissé en sens 
in verse de Taimantation d'une quantité inGnimentpetiter/a:=:S. 
Ce potentiel pP' est celui de la masse positive au point M', dont 
les coordonnées sont les mêmes que celles du point M, sauf 
Tabscisse parallèle à l'aimantation qui a augmenté de djc. 

On obtient ainsi 

Par suite^ le potentiel d'un aimant uniforme est égal et de 
signe contraire au produit de l'intensité d'aimantation par 
la dérivée partielle, par rapport à la direction de l'aiman- 
tation, du potentiel qu'aurait au point considéré une masse 
uniforme de densité égale a l'unité occupant le volume total 
du corps. 

Les composantes X, Y et Z de la force magnétique sont 
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égales el de signe contraire aux dérivées partielles du potentiel, 
ce qui donne 

(„ x=lS, Y=I^, Z=I,^'' 



35A. «phère. — Pour uno splière de volume u, par exemple, 
la valeur de P, en un point extérieur à la distance r du cen- 
Ire, est 



il en résulte 



P=îî; 




îP_ uir _ 


"7^ 


V=I«^. 





et, par^suite, 



comme on Ta vu précédemment (i*»). 

Dans Tinlérieur de la sphère, l'action d'une masse de den- 
sité égale à Tunité serait {§a) égale à rricr, ce qui donne pour 
le potentiel, en appelant a le rayon la sphère, 

Il en résulte 

DP 4 



et, par suite, 



Dj:"- l""^' 



X^—'q-::!, Y = o, Z = o; 



c^est-à-dire que Faction intérieure d'une sphère aimantée uni- 
Tormément est constante, parallèle et de sens contraire à la 
direction de Taimantation, résultat qui a déjà été établi di- 
rectement (lft9). 

L'induction magnétique dans Tintérieur de la sphère est 
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conslanle et égale (zz^) à 

de sorte que le flux total d'induction qui traverse le grand 
cercle perpendiculaire à Faimantation a pour expression 

ase. EiiipM'Me. — Considérons un ellipsoïde homogène 
dont les axes 2a, 9.b et ic sont pris comme axes de coordon- 
nées* En désignant par L, M, N des fonctions connues des 
axes, le potentiel de cet ellipsoïde en un point de Tintérieur, 
dont les coordonnés sont x,r et z^ est 

P=z-l(U-^+My4-N3^)H-const. 

Si Tellipsoïde est aimanté uniformément dans une direction 
qui fait avec les axes des angles dont les cosinus sont/, m, #1, 
les composantes de Taimantation sont 

ABC, 

"7" — — — ■ » 
l TU H 

et Tétat de Tellipsoïde peut être considéré comme produit par 
la superposition de ces trois aimantations A, B et C, respec- 
tivement parallèles aux axes. Le potentiel a Tintérieur est 

V:—('A^ + B^-+-C^W-l(L/a: + Mmr-+-N/ic), 

et les composantes de la force parallèlement aux axes ont pour 
valeurs 

X = -^AL, Y = -BM, Z--CN. 
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La force magoélique intérieure d'un ellipsoïde aimanté 
uniformément est donc constante en grandeur et en direction, 
et fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respecti- 
vement proportionnels à AL, BM et CN. 

Les composantes de Tinduclion parallèles aux axes sont 

Y,= (4::-M)B, 

Z,-r(4--N)C. 

L'induction est donc aussi une force constante, qui fait avec 
les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels res- 
pectivement a (4-- L) A, (4-- M) B et (4::-N) C. 

Enfin, les flux d'induction qui traversent les trois sections 
principales ont respectivement pour valeurs '::&c(4:: — L)A, 
T.ca (4^-M) B et zaA(4--N) C. 

359. — Si l'aimantation est parallèle à l'un des axes, a l'axe 
a par exemple, on a simplement 

La quantité de magnétisme M^ distribuée sur chacune des 
moitiés de l'ellipsoïde est égale, d'après le mode de formation 
de la couche, à la charge totale qui existerait sur la section 
principale parallèle aux deux autres axes, si la densité y était 
uniforme et égale a I ; on a donc 

F 

Le moment magnétique Ua de l'aimant ainsi constitué est 
égal au produit du volume par Tintensité, ce qui donne 

Les pôles de l'aimant, ou les centres de gravité de chacune 
des deux couches, sont situés à une distance a du centre déter- 
minée par l'équation 
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qui donne 

Ainsi ie pôle d*un ellipsoïde aimanté unirbnnément dans une 
direction parallèle à Tun des axes est à une distance du centre 

égaleaux^de la longueur du demi-axe correspondant. 

La densité en un point de la surface est donnée par Téquation 



X 



.-i£f 



5=1 cose=l — ?-?— "T"— î='-rï' 

p étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tan- 
gent au point dont les coordonnées sont x, y et z. 

Lacbarge totale d'une zone, déterminée pardeux plans per- 
pendiculaires à Taxe a et distants de dxy est égale au produit 
de l'intensité I par la différence </S des sections de Tellipsoîde 
correspondant à ces deux plans. A la distance x la section est 
limitée par l'ellipse 







dont la surface est 






s=^A'-(-5); 


on a donc 






d%=i '-^xdx, 



et, par suite, la charge de la zone est 

r/Mrt = ^- xdx. 

a* 

Le rapport -T-^ de la charge de la zone à sa hauteur, qu'on 
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peut appeler la densité linéaire rapportée a Taxe d*aimanta- 
tion, est donc proportionnelle à la distance de cette zone au 
centre de l'ellipsoïde. 

858. — Lorsque les axes de Tellipsoïde sont inégaux, les 
coefficients L, M et N sont donnés par les dérivées partielles 
d'une intégrale elliptique définie ; nous renverrons pour le 
calcul complet aux traités spéciaux, nous bornant à indiquer 
les résultats relatifs aux ellipsoïdes de révolution. Dans ce cas, 
en effet, le problème est plus simple et les coefficients s'expri- 
ment à Taide des fonctions ordinaires. 

Si Tellipsoide est de révolution autour du petit axe c, on a, 
en appelant e l'excentricité de Tellipse méridienne. 




Le^suie <r J 

Pour un ellipsoïde de révolution autour du grand axe, 



L=:4^. — 5— — /. ^— I L 

e* 1.2e \—e J 



M: 



:N = 27: -J-/. . 



En faisant e=o dans ces formules, on retrouve les résultats 
déjà obtenus directement pour la sphère, c'est-à-dire : 



Pour un ellipsoïde très aplati, dans lequel l'excenlricité c 
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est voisine de TuDilé, on a, à la limite, 



a 

N=4-. 

Enfin, si l'ellipsoïde est très alloogc, on a d'une manière 
approximative 



L=4=^(Af-.)' 



et le coefficient L tend vers zéro quand Texcentricité e tend 
vers Tunité. 

En résumé, pour un ellipsoïde très aplati, que Ton pourra 
à la limite confondre avec un disque très mince, la force 
intérieure est donnée par les équations 



F=-4-l, ou F=-7:^v*-^l. 

suivant que Tainiantation est perpendiculaire ou parallèle 
au plan du disque. 

Pour un ellipsoïde très allongé, on aura de même 



F=:— 2::I, ou 



f.-44:(a¥-.).. 



suivant que Taimantation sera perpendiculaire ou parallèle 
au grand axe. 

3SII. Cylindre almamté traMSTcrsalenient. — Le Cas d^un cy- 
lindre se déduirait de celui d'un ellipsoïde, mais il est facile de 
le traiter directement. Si Ton considère un cylindre circulaire 
indéfini de rayon a et de densité égale à Tunité^ la masse de 
Tunité de longueur est A=::a^. 

L'action extérieure de ce cylindre à la distance /de Taxe 



2 A 27:/l 



^/la 



est égale (132) à —-=— ^, ce qui donne pour le potentiel 
P^ — 27:aV. /-hconst. 
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Si le cylindre a une aimaaiation transversale uniforme et 
qiron prenne Taxe de x parallèle à Taimantation, le potentiel 
extérieur sera donc 

V — — I— = 1 T- = l— J"-^- 

ùx r ^x n 



Sur un point intérieur, Taction d'un cylindre circulaire ho- 
mogène se réduit à celle du noyau cylindrique qui passe par 
le point. On le verrait aisément par un raisonnement analo- 
gue a celui qui a été fait pour la sphère (42). L'action du 

cylindre sur un point intérieur est donc égale à -^=2r/', et 

le potentiel devient 

P=— rz-^H-const. 

Le potentiel du cylindre aimanté uniformément est donc 

V =— Ir— =J2Z/-— =:|27:jr. 

4>:r ^x 

Par suite, la force intérieure est constante et égaie à — 27:!; 
sa direction est opposée à celle de Taimantation. 
L'induction est aussi constante et a pour valeur 

F, = 4^1 — 27:1 = 2::! . 
360. Potentiel 4e«fealllelam«9MéUqaea. — Nous avonS \U 

que le potentiel d*un feuillet uniforme est égal au produit de 
sa puissance magnétique ^ par sa surface apparente <ù au 
point considéré. Si le feuillet n'est pas uniforme, le potentiel 
a pour expression 

Le calcul du potentiel peut être ramené, par une méthode 
analogue à la précédente, au potentiel d'une couche magné- 
tique, de manière à éviter l'évaluation des angles solides. 
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Le potentiel en un point M d*tin élément de feuillet dS est 
égal à celui de deux couches magnétiques ±zzdS. égales et 
de signes contraires, dont la distance normale dn satisfait 
à la condition Gdn=i^. 

Désignons par n la distance de Télément à un point fixe 
situé sur la normale du côté de la face négative, le potentiel 
fdSde la couche cdS peut être considéré comme une fonction 
de cette distance n, de sorte que le potentiel de Télément du 
feuillet sera 

dSf{n) - dSf{n -dn) = dS dn |^ . 

Comme la distance dn des deux surfaces peut être supposée 
constante, le potentiel du feuillet total est 



\=fdSdn^=dnfdS 



if 



Or, Texpression i/rfS représente le potentiel U de la surface 
positive du feuillet; on a donc 

(3) \ = dn^^ 



D/i 



Le potentiel Q d'une couche dont la densité en chaque point 
serait égale à la puissance magnétique 4> a pour valeur U — 
OU Urf/i ; il en résulte 

En appelant -la distance du point M à Télément dS^ le po- 
tentiel Q est égal à / p^dS, ce qui donne encore 

,5, V=f»|rfS. 
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Le facteur p représente le potentiel sur réiément ^8 d'une 
masse égale à Tunité située au point M. 

aei. — Si le feuillet est uniforme, le facteur 4> est une con- 
stante. En appelant P le potentiel d'une couche de densité 
égale à Tunité^on aura Q=*P, et les expressions (4) et (5) de- 
viennent 

(6) S=^%, 

"dS. 



(«)■ v=*/^ 



9ût. — Ck>nsidérons, par exemple, un feuillet limité par un 
contour plan; on peut le remplacer par un feuillet plan de 
même puissance limité au même contour. Plaçons ce feuillet 
dans le plan des jz, la face positive du côté de Taxe des x. 
L*abscisse du point M étant a:, on a évidemment rfa:=:—rf/i et, 
par suite, 



rfS. 



Si le feuillet est uniforme, il vient 

expression que Ton aurait pu obtenir par la considération des 
couches de glissement (as^). 

aes. — Pour un feuillet situé sur une sphère de rayon a, 
le point M étant à Textérieur, du côté de la face positive du 
feuillet, on aura, de même, 



(«> v=g=y*|:^, 



et, si le feuillet est uniforme. 



(8)' v=.*^=*r^ 



^P--^^A/s. 



3V8 XAG5£T15Sie. 



Si la face tournée du côté dn poiot M était négati?e, il fau- 
drait prendre, au contraire, les expressions 

Mmû. — Dans le cas de la sphère, le potentiel p est une fonc- 
tion boniogèoe du degré — i du rayon a et de la distance rdn 
point M au centre, ce qui donne la condition 

^P ^p 



OU 



_ /^Xpr 
^ J a c>r 



Il en résulte 



Les distances r et a restant constantes quand on ciïectuc 
l'intégration, on peut écrire 



«" ^=-Jè/'"*'«=-j 



1 X.0) 



a ^r 



365. Poi«Htiel d'une concile circulaire. — Lc potentiel d'un 

feuillet uniforme à contour circulaire peut être calculé par le 
potentiel d'une couche circulaire plane ou d'une couche quel- 
conque, sphériquc par exemple, limitée au même contour. 

Considérons d'abord, d'une manière plus générale, un(^ 
couche de révolution autour do l'axe des ^. Pour un point M 
dont l'abscisse est x et qui est situé à une distance p de l'axe, 
le potentiel P est une fonction de x et de p. Si on développe 

ce potentiel suivant les puissances croissantes de p ou de -, 

la série obtenue ne renfermera, par raison de symétrie, que 
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des puissances paires de la variable. On peut donc écrire 



(,o) 



P=Ao+A,p^+A,f'+ 



les coefficients A^, A.^ B^, B^ étant des fonctions de x. 

Lorsqu^on prend x et p comme variables indépendantes, 
l'équation de Laplace AV — o devient 

r^ iM> ^ 

Cetle condition donne, pour la première série, une nou- 
velle série développée suivant les- puissances croissantes de p, 
dans laquelle les coefficients de tous les termes doivent être 
nuls séparément, d'où résulte la condition générale 

--^ -h [in -^ 2)^Aj„+, =1 o. 

On a ainsi successivement : 



A -_1^^ 






•^e -~ k5' 



?»A,_ I J«A, 







6^' tU-^ (5t.4.6)^' c^x«' 



I ^'A^-3_^ I î>*'*Ao 



Il suffit donc de connaître le premier coefficient A^ pour en 
déduire tous les autres. Ce coerficient A^ est donné par Tex- 
pression du potentiel sur Taxe, laquelle dépend de la forme 
de la couche et de la loi de distribution. 
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Le potcnliel en dehors de Taxe est alors 

l"; «-«0 2=»JjJ (2.4)* JX* (2.4.t)f Î.1-* 

Pour la seconde série, l'équatiou de Laplacc aurait donné 
la condition générale 

qui ne permet pas de déterminer de la même manière les coef- 
6cients successifs. 

a«6. — Dans le cas d'une couche circulaire homogène de 
densité égale à Tunité, le potentiel P^ sMr Taxe a pour valeur, 
en prenant le centre pour origine des abscisses, 



Posant 

ce qui donne 

^.r u ' 

on a donc, pour le premier développement du potentiel en 
fonction des puissances de p, 



N— 5=27: r-^. etc. 

Le potentiel P en dehors de Taxe est alors 

/ N n r p' ^'" P* ^^*" p' ^*" 1 
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Les dérivées successives se calculeraient aisément. 

869. — Lorsque la couche est circulaire, il est souvent plu6 
avantageux de donner une autre forme au développement. 

Désignons par a le rayon du cercle qui limite la couche, 
par r la distance du point M au centre du cercle, et par 6 
Tangle que fait la direction de cette droite avec l'axe. On peut 
encore exprimer le potentiel par Tune des deux séries. 



(.3) 



P=A.-.A,(:)+A.QV. 



suivant que r est plus petit ou plus grand que a^ c'est-à-dire 
que le point M est placé à l'intérieur ou à l'extérieur de la 
sphère de rayon a. Les coefficients sont des fonctions de l'an- 
gle 6 et, comme les deux expressions doivent avoir la même 
valeur sur la sphère, ils satisfont à la condition 



Ao+A,-h = B^+B,-h 



Le potentiel étant considéré comme une fonction de r et 
de 0, l'équation de Laplace devient 



__^,,_+cotge-4.3^^o. 



Oo trouve ainsi que les coerficients A et B satisfont aux condi- 
tions générales 

«(«-l-i)A,.-hcolg6-^+^=o, 

«(«-■)B„ + cotgof+^-|==o. 

Si on développe le potentiel sur l'axe 

Èlectv. et Magn. 1 — 2rt 
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.Tu 

en fonction des puissances croissantes de -ou de -, on obtient 
les deux séries 

P. = a=»[,-î+l(î)'-i^(î)+ii|(j)'-..]. 

fX^\ii.Li(i)\i±l(±y_i^(i)\..l 

^ l^'ix 2.4 \x/ 9..i,b\xJ 2.4.0.8 \a:/ J 

Pour avoir l'expression du potentiel en dehors de Taxe, 

en fonction du rapport -ou de-, il nous suffira de faire re- 

marquer que, si la densité d'une couche sphérique est symé- 
trique par rapport à un diamètre pris pour axe des jc, le po- 
tentiel de cette couche en un point M ne dépend que de la dis- 
tance r de ce point au centre de la sphère et de Taagle 
que fait la droite OM avec Taxe. 

D'après un théorème connu de Legendre, ce potentiel peut 
être exprimé par les formules générales 



P=A,+A,X,^+A,X,g)*-i-. 



dans lesquelles A^,, A^ ••• B^^, B^ •• sont des coefOcients 
constants, etXpX^ *•• des fonctions de l'angle 0, désignées 
sous le nom de polynômes de Lcgendre, et qui sont définies 
parle développement 



[i — 2a:cose-^-x^=I-f-X^.r^-Xy^•2-^-X3.H^- 



toutes ces fonctions]devenant égales à l'unité lorsque l'angle 6 
est égal à zéro. 

Comme nous connaissons le développement du potentiel 
d'une couche circulaire homogène pour un point de l'axe. 
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c'est-à-dire lorsque l'angle 6 est nul et /• égal à jc, les coeffi- 
cients sont connus. Il en résulte que, pour un point situé en 
dehors de Taxe, le potentiel P a pour expressions 

-=;-[-''.^j^=e)"-^'''e)'-s^''-0'-]' 

-=-[î"-zi'^(7)"-^''.(7)"-nxi''-(7)'-]- 

868. PoteHllel4*aH fealllet elrevUlreiiHif orme. — Le po- 
tentiel d'un feuillet circulaire uniforme s'obtiendra mainte- 
nant par l'expression 

Xr 
On trouve ainsi, avec la première forme (12), 

Les premiers termes du développement sont alors 

v'rL|,-.[,.-(£)^,-.,i^.(i)V]i. 

et la série est convergente toutes les fois que p < u. 

La seconde forme de développement (i3) donnerait, en 
prenant l'expression 

V=:*— , 

on 

v=«^[,-i(^yx,.i^(i}x,-^(,:;x....]. 
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aee. Potentiel 4*iiHe eoaeiie epiiérlfiiie. — CoDsidérons eoGn 

une couche sphcrique quelconque de rayon a. Le potentiel 
en un point extérieur M à la distance /* du centre peut encore 
être exprimée par la série 

(.8) V=.«[a.(^)-.A.(^.)Va,(^.;+ ], 



dans laquelle les coefGcients dépendent de la loi de distribu- 
tion et de la direction de la droite r. 

Soit u Tangle de la droite r avec l'axe de r, / Tangle du 
plan rz avec le plan des jz ; les coordonnées du point M sont 
alors 

Z =:/COSli, 

(19) j=:rsinucosl, 

x=rsiniisin/. 

En prenant pour variables indépendantes r, u et l, l'équa- 
tion de Laplace donne 



il en résulte, pour les coefGcients, la condition générale 

/i(/l-+-l)A„H-— ^-HCOlgii— -'*4--^-5-. -r^=o. 

L'intégrale générale de cette équation a été donnée par La- 
place ; si l'on pose 

A r « m ln — m)(n — m—i) ^ ^ , 

An.m = COS"-'" U — ^ 7^^ r 1 COS"-"*-*// 

L 2(2/1—1) 

(w— m)f/i— m— i)(/i— m— 2)(/i— m— 3) „ ^ , 1 . « 

2.4.(2/1— i) (2/1—2) J 

le coerGcient A„, exprimé au moyen des nouveaux symboles, 
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se compose de 2/1+ 1 termes développés suivant les sinus Jt 
les cosinus des multiples del'angle /et a pour valeur 

A,=:^«.oA«.o-+- (gTn.i cos/-h /Vi sin /) A„.t 
-♦-(é^«.iC0S2/-+-A„.jsin2/)A„.,H H(sr„nCOs/i/-h/v„sin/i/)A„^. 

Les facteurs désignés par g, /i, avec différents indices^ sont 
des coefficients numériques à déterminer dans chaque cas 
particulier. 

a90. — Si Ton considère une sphère aimantée dune ma- 
nière quelconque, son action extérieure est équivalente à celle 
de deux couches de masses égales et de signes contraires dis- 
tribués à la surface suivant une certaine loi. 

Le coefficient Aq du premier terme est nul. En effet, à une 
grande distance, le potentiel devient simplement égal au 
quotient de la masse totale par la distance. Le produit k^a^ 
qui forme le numérateur du premier terme représente dans 
ce cas la masse totale, et on sait que dans tout aimant la masse 
totale est nulle. 

Le coefficient du terme suivant a pour valeur 

A|=s^i.ocosu-i-(g'i ^cos/-i-/i|.|Sin/)sinu. 
ou, en tenant compte des équations (19), 

Ce terme devient prédominant à une grande distance, et le 
potentiel se réduit alors à 



' r* n r H r n r 

il en résulte (151) que les trois produits a^go.^ «Vio «^'^.< 
représentent respectivement les moments magnétiques de la 
sphère par rapport aux axes des z, des y et des x. En dé- 
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signant par à^K le nonent magnétique résultant el par a, 
3 et 7 les cosinus des angles que fait sa direction aTec les 
aies, on a 



/i 



K=^=^=^=S /iL-^gU-^ 






391. AiHMurts Mié«*'MUu. ~ Le potentiel d'un aimant so« 
léooîdal {zmm) ne dépend que des surfaces formées par les ex- 
trémités des solénoîdes élémeotaires qui le constituent. 

Si tous ces solénoîdes sont fermés, le potentiel de Taimant 
est nul partout, et la force migitétique nulle. Dans ce cas. Tin- 
duction se réduit en chaque point à 4^1 et elle est parallèle 
à Taimantation. 

372. — Supposons qu'un aimant soléooîdal soit limité 
par une surface du canal, Taimantation étant en chaque point 
normale à la section droite du canal. Le flux d'induction Q 
qui trarerse un élément dS de la section droite est égal à 
4xl^S et le flux total d'induction a pour valeur 



Q-ir^WS. 



Chacun des fllets solénoîdaux forme une courbe fermée, de 
longueur /, normale en chaque point a la section droite du 
canal. Si la structure de Taimant est telle, comme nous en 
verrons plus loin des exemples, que le produit de Tintensitc 
d'aimantation I d'un filet par sa longueur / soit une quantité 
constante A, le flux d'induction pourra être exprimé par la 
formule 



i'io) Q -- 4- fldS=iTAf^ 



Si l'aimant est un anneau de révolution et qu*on appelles: le 
rayon d'un solénoïde élémentaire, on aura 

/S , rdS 



Q^4,A ri^=..Ar^ 

J 27U' J X 
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Considérons^ par exemple, un tore. Soit a le rayon de la 
section et R)a distance de son centre à l^axe de rotation, pris 
comme axe des ^ ; on a alors 

et le Oux total d*induction a pour râleur 

(21) o^z^xaFr-vR^^^'] 

898. CyiiHdre. — Un Cylindre aimanté uniformément et 
terminé par des sections droites équivaut à deux couches ma- 
gnétiques de densités :i=I, égales et de signes contraires, qui 
recouvriraient les deux bases A et B. Le potentiel d*un pareil 
aimant en un point quelconque est donc égal à la somme des 
potentiels V« et V» des deux couches terminales. 

Si la section droite du cylindre est circulaire, les potentiels 
V. et Vj peuvent être exprimés par les formules trouvées pré- 
cédemment (365 et aee). 

Pour un point M situé sur Taxe à Textérieur et du côté de 
la face positive A, la force magnétique a pour expression 
(ass), en désignant par a et p les angles sous lesquels on voit 
du point M les rayons des deux bases, 

F=2xl(i — cosa) — 27:l(i — cos3) = 2xl(cosP — COSa), 

et elle est dirigée dans le sens de Taimanlation. 

Pour un point intérieur, les actions des deux bases sont de 
même signe, ce qui donne une force 

F = 4"I — 27:1 (cos a -h cos 3) , 

dirigée en sens contraire de l'aimantation. 
Enfin, Tinduction sur Taxe à Tintérieur est 

• F,:^4^l — F — :i-l(cosaH-cos^ ; 
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elle est parallèle à l'aimantatioaet i^arie très lentement tant que 
le point considéré est à une distance notable des bases. 

Si on désigne par / la longueur du cylindre et par a son 
rayon, Tinduction F^ au centre du cylindre a pour valeur 



Fj, = 2xl. 2Cosa=4^I — —4^1 



\/«-(r \/'<TÏ 



Lorsque la longueur du cylindre est très grande par rapport 
à son diamètre, on peut prendre l'expression approchée 



".=«[- J(t)'J- 



L'induction est alors sensiblement la même dans toute reten- 
due de la section médiane, et le flux total d'induction Q^qui 
le traverse a pour expression 

0.= ::a»F„=(2^fl)M[,-i(^)"]. 

Si le cylindre est assez long pour que la parenthèse ne 
diffère pas sensiblement de Tunité, le flux d'induction dans \i 
section médiane est égal à {^r^afl. Ce flux est donc propor- 
tionnel au carré du contour; il a encore sensiblement h 
même valeur dans une section quelconque suffisamment éloi- 
gnée des extrémités. 
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394:. CarmeièrM gémérmux 4e riadactloM aiafHéUfiiie. — il 

n'existe probablement aucun corps qui placé dans un champ 
magnétique n'éprouve l^effet de Tinduction, c'est-à-dire ne de- 
vienne lui-même un aimant, au moins d'une manière tem- 
poraire. 

Lorsque le corps est isotrope, l'axe d'aimantation induite 
coïncide en chaque point avec la direction de la force magné- 
tique. Pour certains corps r«'iimantation induite est de même 
sens que la force; ce sont les corps que nous avons appelés 
paramagnétiques ou simplement magnétiques. Pour les autres, 
le sens de l'aimantation est opposé à celui de la force ; ce 
sont les corps diamagnétiques. En présence d'un pôle d'ai- 
mant, les corps de la première classe prennent dans la partie 
la plus voisine un pôle de signe contraire, ceux de la seconde 
un pôle de même signe. 

Nous admettrons qu'en chaque point d'un corps isotrope 
soumis à l'induction magnétique, l'aimantation est propor- 
tionnelle à la résullantc de toutes les forces magnétiques qui 
s'exercent en ce point. Ces forces dépendent, non seulementdu 
champ primitif, mais aussi du magnétisme développé par in- 
duction sur le corps lui-même. En désignant par F la force 
résultante, à laquelle on donne quelquefois le nom de force 
magnétisante, par 1 Tinlensilé d'aimantation, on peut écrire 

(i) • l^A-F. 
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Le facteur k, qui exprime le rapport de raimanlation 
à la force magnélisante^ est appelé coefficient d aimantation 
induite; ce coefficient est positif ou négatif suivant qu'il 
s^agit d'un corps magnétique proprement dit ou d'un corps 
diamagnétique. 

L'hypothèse de la proportionnalité de l'aimantation à la 
force magnétisante se Térifie d'une manière très approchée 
toutes les fois que le coefficient k a une valeur très faible. 
Cette condition est réalisée pour la plupart des corps magné- 
tiques, sauf le fer, le nickel et le cobalt. Quand il s'agit du 
fer ou du nickel, pour lesquels le coefficient k peut atteindre 
des valeurs très grandes, telles que 3o ou 4o, la proportionna- 
lité existe encore tant que la force F ne dépasse pas une 
certaine limite, quand ces corps, par exemple, sont aimantés 
par la terre. Il en est de même avec le fer impur, le fer 
écroui, la fonte et l'acier plus ou moins trempé, dont le 
coefficient d'aimantation est notablement plus faible. Le coef- 
ficient A: est toujours très petit pour les corps diamagnétiques; 

il atteint à peine r pour le bismuth qui est le corps le 

'^ 4<^0 OOO ^ ^ r 

plus actif de cette seconde classe. 

Si la proportionnalité de l'aimantation à la force magné- 
tisante n*existe pas, on doit considérer le coefficient k comme 
étant lui-même une fonction de l'aimantation. Nous exami- 
nerons d'abord le cas où ce coefficient est constant et le 
même dans toutes les directions, c'est-à-dire où le corps 
est isotrope et l'aimantation induite assez faible. 

895. AimaHtatioB Indnite proportioBHeUe à la f«ree ataKHé- 

tiMHte. — Considérons un corps quelconque dans le champ 
magnétique. Soit V le potentiel du champ et Q celui qui est 
produit par les masses induites, le potentiel résultant U aura 
pour valeur 

En un point quelconque les composantes de la force magné- 
tisante parallèles aux axes sont 

A — — -— f I — — - — j ié - — -r— • 
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La force elle-même a pour expression. 

sa direction est celle de la normale n à la surface de niveau qui 
passe par le point considéré. 

L'intensité d'aimantation I et ses composantes A,B et C pa- 
rallèles aux axes deviennent alors 

(in 

ox Dr ^z 

Ajoutant ces dernières équations après les avoir multipliées 
respectivement par rfx, dj, dz, il vient 



Adx-hBdr-hCdz=--k(r—dx:-hT—dy-hrr-dz]=^ — 

\Dx \y ^ ^z / 



hd\]. 



Si la valeur de k est constante dans toute l'étendue du corps, 
le premier membre de l'équation est la différentielle exacte 
d'une fonction $ des coordonnées, et on a 

Dx oj ^z 

Il en résulte (aas) que l'aimantation est lamellaire. 

ate. Li'aimaHlatioii induite est ■nperflcieiie. — D'un autre 

côté, l'expression générale de la densité magnétique 

__/da db dc\ 

se réduit ici à 

,/D^U D»U D^U\ ,,., 
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Comme, en tertu de l'équation de Poisson, on a AU=— 4cp, 
il Tient 

p(i-i-4^) = o, oo p=o; 

c'est-à-dire que la densité magnétique est nulle dans toute reten- 
due du corps. L'aimantation est donc aussi solénoïdale et il 
n'y a de magnétisme sensible qu'à la surface. 

Cette conclusion suppose que la parenthèse i+4^^ n'est 
pas nulle ; mais ce dernier cas ne se présente jamais, la Taleur 




Fig. 84 

absolue de h pour les corps diamagnétiques étant très loin 

d'atteindre -r— 

4r 

399. — La densité superficielle a de la couche induite est, 
en appelant 6 l'angle de l'aimantation avec la normale à la 
surface (fig. 84), 

(j=I cos6. 



Désignons celte normale par n quand on la compte vers l'in- 
térieur, par n quand on la compte vers l'extérieur, et soit a la 
normale à la surface pour laquelle la fonction $ conserve une 
valeur constante, on a 



(j = lC0SÔ = r— ,= 



^ 

w 



INDUCTION MAGNÉTIQUE. 413 

898. — Le potentiel dû aux masses induites, c'est-à-dire à 
la couche superficielle, a pour valeur 



'-ff^- 



La fonction û est finie et continue et satisfait à Téquation 
de Laplace aussi bien à Tintérieur qu'a l'extérieur de la sur- 
face. Si on désigne par û'ia valeur qu'elle prend à l'extérieur, 
on aura^ pour deux points voisins situés de part et d*autre de 
la surface, la condition 

979. É4«aUo« die eoBilmvIlf . — Cof^fflclemt ««ladinctioB. — 

Le principe de la conservation du flux d'induction (ssa) per- 
met d'établir très simplement les conditions de continuité des 
potentiels Y, U et Q a la surface du corps aimanté. 

Considérons deux points infiniment voisins pris sar une 
même normale de part et d'autre de la surface ; soit F^ la va- 
leur de Tinduction au point intérieur, F,' la valeur de la 
force magnétique au point extérieur. Si (FJ„ et F» désignent 
les composantes normales de ces deux forces comptées dans 
une même direction, on a, en vertu du théorème de la con- 
servation du flux, la condition 

(F,)„-f;. 

L'aimantation étant parallèle à la force magnétisante, l'in- 
duction devient, dans le cas actuel, 

F,=rF-h4xI-=F4-4-A-F=zF(n-4^>l); 

elle est proportionoelle à la Torce magnétisante. 
Si l'on pose 

on a donc 

F,-.îxF, 
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et lequalion relaliye à la surrace devient alors 

(2) ixF«=f;, ou ïx=J^. 

Ainsi f pour deux points infiniment voisins pris de part et 
d autre de la surface^ le rapport des composantes normales de 
la force magnétique est constant. C'est la conséquence fonda- 
mentale de La théorie de Poisson dont nous avons déjà fait 
usage (m) pour définir les diélectriques. Le coefBcienl (x 
représentait le pouvoir inducteur spéciGque du diélectrique: 
nous rappellerons ici le coefficient d'induction magnétique. Il 
importe de ne pas le confondre avec le coefGcient d'aimanta- 
tion induite qui a été représenté par k. 

sso. — En exprimant Téquation (a) en fonction des poten- 
tiels, on obtient 

DU DU' 

OU 

,^. /dV dû\ /dV dû'\ 

Pour déterminer l'aimantation d'un corps placé dans un 
champ magnétique et limité par une surface S, il faut donc 
trouver deux fonctions Q et û' qui satisfassent aux conditions 
suivantes : 

i"* La fonction û est finie et continue dans l'intérieur de la 
surface et satisfait à l'équation de Laplaco AÛ=o. 

2® La fonction Q! est finie et continue à l'extérieur, nulle a 
l'infini, et satisfait également à l'équation de Laplace. 

S"" Les fonctions Q et Q' sont égales entre elles sur la sur- 
face et leurs dérivées satisfont alors à l'équation de conti- 
nuité (3). 

Ces fonctions représentent le potentiel d'une couche ma- 
gnétique distribuée sur la surface ducorps. La densité de cette 
couche en chaque point est déterminée par la variation des 
composantes normales, ce qui donne 
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on en déduit 



r=.-^r.-FO-Î^F.-A:F, 



'^4r"- ■'*^~ 4r 



881 . Cm die «eux aOUrax mamiéil^mcs ûimérmuim. — Alasmla- 

UoB reiAtive. — Supposons que le corps A, limité par la sur- 
face S, soit situé dans un milieu magnétique dont le coefficient 
d'induction est \k ; le théorème de la conservation du flux 
d'induction donne encore 

c'est-à-dire 

DU ,dU' 

ou 

Les fonctions Q etû' qui déterminent la couche superficielle 
sont définies par les mêmes conditions que précédemment, 
avec cette seule différence que Téquation de continuité (4) 
renferme les coefficients d'induction des deux milieux. 

La densité superficielle est encore donnée par les compo- 
santes normales 



Si Ton pose 
c'est-à-dire 



4rcr = F;-F,-F,(4-i). 






&,= 



ix — |x' A — A:' 



4rîx' 14-4^*' 

Texpression de la densité devient 

4-c7r=F^(.x, î), ou c=A,F„. 

Cette couche superficielle est celle qui détermine le mouve- 
ment du corps A dans le milieu. Elle est la même que si le 
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milieu extérieur était supprimé, ou plus exactement remplacé 
par de Tair, et le coefficient d'induction du corps remplacé 
par une autre valeur pip ou le coefficient d'aimantation h 
par une valeur différente k^. L'aimantation apparente I, du 
corps aurait alors pour projection normale 

I,COS6=:(7 = -;^(jJL,~l)F„ = A:,F„. 

888. — La discussion de ce problème donne lieu à quelques 
conséquences analogues à celles qu'on déduit du principe 
d'Archimède pour les corps plongés dans les fluides. 

On peut, en effet, considérer A^^ comme le coefficient relatir 
d'aimantation du corps par rapport au milieu qui l'entoure, k 
et Âr' étant les coefficients des deux milieux par rapport à l'air. 
Si le coefficient k du corps est plus grand que le coefficient A' 
du milieu, la valeur de k^ est positive et l'aimantation appa- 
rente du corps est positive. Si l'on a, au contraire, A^ <k\ 
la valeur de k^ est négative et le corps paraîtra diamagnéti- 
que. Dans le cas où les coefficients k et A-' seraient égaux, 
l'aimantation du corps A paraîtrait nulle, ce qui doit être 
puisqu'il serait situé dans un milieu identique à lui-même et 
que le magnétisme induit est superficiel. 

On serait ainsi conduit à admettre qu'il n'existe pas une 
opposition réelle de propriétés entre les corps magnétiques et 
les corps diamagnétiques, et que la différence des effets est 
due à la nature plus ou moins magnétique du milieu exté- 
rieur. Les corps diamagnétiques conservant leurs propriétés 
caractéristiques dans le vide le plus parfait qu'on puisse 
produire, il faut admettre, dans cette manière de voir, que 
le vide est un milieu magnétique et que son coefficient d'ai- 
mantation est plus grand en valeur absolue que celui de 
tous les corps diamagnétiques connus. 

Si, au contraire, on veut admettre la valeur zéro pour le 
coefficient d'aimantation du vide, il faut donner une valeur 
négative a ceux de tous les corps diamagnétiques. Dans ce cas, 
le coefficient d'induction [a est plus grand que l'unité pour les 
corps magnétiques et plus petit que l'unité pour les corps 
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diamagoétiques. On ne connaît d'ailleurs aucun corps pour 
lequel \k soit négatir, car le coerficient d'aimantation des corps 

diamagnétiques n*est jamais plus grand que — en valeur 

absolue ; nous avons déjà dit que pour le bismuth, le corps le 

plus diamaenétique connu, on a environ /(=—- .Le 

coefGcient d'induction des corps diamagnétiques ne diOere 
donc de Tunité que d'une quantité extrêmement petite. Pour 
le ferdoux et le nickel, le coefficient k étant compris entre 3o 
et 4o, la valeur de [l est voisine de 5oo; le rapport des deux 
valeurs absolues de A pour le fer et le bismuth est donc à 
peu près 

iio X à^o ooo = 1 ,6. I o'. 

Remarquons cependant que Tinfluenced^un milieu magné- 
tique ne pourrait en toute rigueur être comparée à celle d*un 
fluide, et permettre d'appliquer le principe d'Archimède, 
que si Ton avait k^ = k — k\ 11 est vrai que cette relation, 
d'après la remarque qui précède, est très sensiblement vérifiée 
pour tous les corps diamagnétiques et tous les corps très peu 
magnétiques ; mais elle serait fort éloignée de la vérité si le 
milieu ambiant avait un coefficient d aimantation voisin de 
l'unité, et surtout si les propriétés magnétiques du milieu 
étaient comparables à celles du fer doux. 

383. «iiMepilbilité et perméabilité mmffBéil«nes. — LcS phé- 
nomènes d'induction magnétique peuvent s'exprimer, comme 
on le voit, à Taide de deux coefficients. 

Le coefficient d'aimantation induite k exprime le rapport 
de l'intensité de l'aimantation à la force magnétique, ou, en 
d'autres termes^ l'intensité d'aimantation dans un champ égal 
à l'unité. Ce coefficient porte quelquefois le nomdeNeumann, 
qui Ta employé le premier. Sir W. Thomson l'appelle coeffi- 
dent de susceptibilité magnétique. 

Le second coefficient, désigné par \k, est le coefficient din- 
duction magnétique; c'est l'analogue du pouvoir inducteur 
spécifique d'un diélectrique en électricité, 11 est égal au rap- 

Étectr, et Magn. I. — 27 
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elle est parallèle à raimantatioaet Tarie très lentement tant que 
le point considéré est à une distance notable des bases. 

Si on désigne par / la longueur du cylindre et par a son 
rayon, Tinduction F^ au centre du cylindre a pour valeur 



F^=:27cl. acosa=4î^I — -=^==^=\t\ 



vZ-^Q" \/-(t)" 



Lorsque la longueur du cylindre est très grande par rapport 
à son diamètre, on peut prendre l'expression approchée 



"•=«[- J(t)'} 



L'induction est alors sensiblement la même dans toute l'éten- 
due de la section médiane, et le flux total d'induction Q^qui 
le traverse a pour expression 

Q„=.a'F«=(2^a)»l[,-l(^)']. 

Si le cylindre est assez long pour que la parenthèse ne 
difl'ère pas sensiblement de Tunité, le flux d'induction dans la 
section médiane est égal à {itm)^\. Ce flux est donc propor- 
tionnel au carré du contour; il a encore sensiblement la 
même valeur dans une section quelconque suffisamment éloi- 
gnée des extrémités. 
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394. C»rmetères générmux die FlBcliictloB mai^Bétiqne. — 11 

n'existe probablement aucun corps qui placé dans un champ 
magnétique n'éprouve Teffel de l'induction, c'est-à-dire ne de- 
vienne lui-même un aimant, au moins d'une manière tem- 
poraire. 

Lorsque le corps est isotrope, Taxe d'aimantation induite 
coïncide en chaque point avec la direction de la force magné- 
tique. Pour certains corps l'aimantation induite est de même 
sens que la force ; ce sont les corps que nous avons appelés 
paramagnétiques ou simplement magnétiques. Pour les autres, 
le sens de l'aimantation est opposé à celui de la force ; ce 
sont les corps diamagnétiques. En présence d'un pôle d'ai- 
mant, les corps de la première classe prennent dans la partie 
la plus voisine un pôle de signe contraire, ceux de la seconde 
un pôle de même signe. 

Nous admettrons qu'en chaque point d'un corps isotrope 
soumis à l'induction magnétique, l'aimantation est propor- 
tionnelle à la résultante de toutes les forces magnétiques qui 
s'exercent en ce point. Ces forces dépendent, non seulementdu 
champ primitif, mais aussi du magnétisme développé par in- 
duction sur le corps lui-même. En désignant par F la force 
résultante, à laquelle on donne quelquefois le nom de force 
magnétisantCy par 1 l'intensité d'aimantation, on peut écrire 

(i) ^ 1 = ^F. 
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Comme l'action intérieure d'un corps aimanté iinironnt^' 
ment est donnée (354) par les dérivées partielles du second 
ordre du potentiel P d'une masse homogène, la force Cl ne peut 
être constante que si la fonction P est représentée par une 
polynôme du second degré, c'est-à-dire que si le corps est li- 
mité par une surface du second degré. Lorsque le coerticieDti 
est très petit, c'est-à-dire pour tous les corps diamagnétique^ 
et les corps peu magnétiques, on a sensiblement 

Dans ce cas, Taimantation induite dans un champ iinifonnc 
est uniforme et indépendante de la surface du corps. 

On peut remarquer d'ailleurs que l'induction inagnélique 
est soumise aux mêmes lois que l'induction des diélectriques, 
de sorte que tous les résultats auxquels nous sommes arrivés 
en électrostatique sont applicables au magnétisme, sans 
autre modiGcation que la substitution du potentiel magné- 
tique au potentiel électrique, et du coefficient d'induction 
magnétique au pouvoir inducteur spécifique. 

386.«phère. — Pour une sphère aimantée uniformémeni, 
on a (355) 

C — ^.'- 



L'aimaAtation produite sur une sphère par un champ uniforme 
sera donc 

I k 3 LiL— - 1 3 , 

4 ,/ 4^:11.-1-^ 4- ^ 



Le coefficient h ou - — est égal à l'unité pour les corps 

conducteurs en électricité ; il est toujours positif et plus petit 
que l'unité pour les corps magnétiques, et il diffère peu de 
l'unité quand {jt. est grand. Ce coefficient est, au contraire, 
négatif et très petit pour les corps diamagnétiques. 
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Le moment magnétique' de la sphère a pour valeur 
A rintérieur, la force résultante est 



y TV ■'/ Tj^^,' 

et riDduction 



La première de ces expressions représente également la 
force totale extérieure sur un point voisin de Téquateur, et la 
seconde sur un point voisin du pôle. Le rapport de ces deux 

forces est donc égal à -. 

Dans le cas où {j. est très grand, les formules se simpli- 
fienty et Ton a sensiblement 

389. njrpothèM de PoImob. — Si Tou imagine, avec Pois- 
son, qu*un corps magnétique soit constitué par un ensemble 
de petites sphères d*une conductibilité magnétique absolue 
(|JL= 00), disséminées dans un milieu non magnétique, le rap* 
port du volume occupé par toutes les sphères au volume 
total a pour expression (i69) 

|JL-h2 

En adoptant la valeur |x= îïoo pour le fer, il vient 
f^^ ,^J_^, L 
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Orlairaleurmaxirauinquepuisseattèindrele rapport /lavec des 
sphères égales est 5—=^ = i — -q-Sz*- W faudrait donc supposer 

dans le cas actuel que les sphères ont des volumes inégaux 
et que les intervalles des plus grosses sont remplis par des 
sphères d*un diamètre moindre. Seulement il parait alors bien 
difficile que les sphères voisines ne réagissent pas les unes 
sur les autres et que Taimantation de chacune d'elles, comme 
le suppose la théorie de Poisson, puisse être déterminée uni- 
quement par le champ extérieur. 

S88. EiiipMVde. — Cjiindre. — Pour un ellipsoïde aimanté 
uniTormément dans une direction quelconque, les compo- 
santes de la force intérieure parallèles aux axes sont égales 
respectivement à —AL, — BM et — CN (sse). 

Dans un champ uniforme^ où la force 9 fait avec les axes 
des angles dont les cosinus sontX, X'^X'^» l^s composantes de 
l'aimantation seront 

^=7^1^'- 



Ces équations supposent que Taimantation est assez faible 
pour qu'il soit permis de superposer les effets produits dans 
des directions différentes. 

Si Tun des axes de Tellipsoïde est parallèle à la direction du 
champ. Taxe des x par exemple, on a 

et, quelque grande que soit la valeur de k^ Taimantation sera 
uniforme. 

On pourra, par les résultats indiqués au n"" «59, appliquer 
cette expression à différents cas particuliers. 
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Pour lin cylindre circulaire indéQni perpendiculaire à la 
direction du champ (ass), on aurait 



I 



k 



I H- '.>.rM 



■?• 



38I». Problème de Bariow. — Le cas d*une couche diélec- 
trique comprise entre les surfaces de deux sphères concen- 
triques et située dans un champ uniforme (les) correspond 
à celui d'une couche magnétique de même forme placée dans 




Fig. 83 

les mêmes conditions. Celle question'est connue sous le nom 
de problème de Bariow. 

11 se produit alors, comme nous l'avons vu en éleclricité 
(ie5), deux couches magnétiques, Tune M^ sur la surface in- 
terne S| (fig. 85), et Taulre M^ sur la surface externe S^ du 
yolume considéré. 

Les actions intérieures F^ et F^ de ces deux couches sont 
déterminées par les équations 

F. _ 



3(lJi-i) (|ii-i)Li-f-aix-a(;x-i)3] yii+2{|x-if (1+3/ 



OÙ 3 désigne le rapport ( — | des cubes des rayons. 

L'action des deux couches est constante dans l'intérieur de 
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la pcUlc sphère S, et a poar Taleur 



.^.-« 



mais elle n'est pas constante dans Tépaisseur de la substance 
magnétique ni à rextérieur. 
On a donc, pour l'action totale ç — F à Tintérieur, 

et, si A est très grand, 

Le potentiel extériour en P des couches M, et M^, h la dis- 
tance /' du centre et sur un rayon qui fait Tangle &) avec la 
Torcedu champ, est 

_ n-îe0S(i) {\f,— i)(i-Hji.)(i —3) _.a5cosw 

en posant 

A __ (li. - i) (i±2|^) ( I -g) 



"(îA+2)(l4-2|x)-2P(lX-l)* 



On en déduit, pour l'action du magnétisme induit en deux 
points situés à la distance r sur la ligne OA et sur la ligne OB, 
e'est-à-dire au pôle cl à Téqualeur, 



)(,-.(^)"a,. 
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990, — Pour une sphère pleine on a ?> — o, et, par suite. 

• (l-+-2jj|.)(li.-ha) îJl-l-2 

Le rapport des actions exercées au même point par une 
sphère creuse et par une sphère pleine de même diamètre 
extérieur est donc 

A„ (îX-h2)(H-2lA)-2g(iX-l) ^ ^ 9H. 3_* 

(;x4-2)(H-2îjl)*1-3 

Si on applique cette formule au fer il vient, en prenant |a=5oo, 



En donnant a 3 différentes valeurs, on trouve que, tant que 
répaisseur de la couche sphérique est plus grande que le 
cinquième du rayon, Faction magnétique à Textérieur ne 
diffère pas de 0,0 1 de celle que donnerait une sphère pleine 
de même diamètre. 

Les expériences anciennes de Barlow sont conformes aux ré- 
sultats de ce calcul. Avec des sphères de 10 pouces de diamètre 
extérieur, Barlow n'a pas trouvé de différence appréciable 
entre les actions exercées par deux sphères différentes, Tune 
pleine et l'autre creuse, celte dernière ayant une épaisseur 

égale auxTrdu rayon. 

Au contraire, Taction de la sphère creuse n'était que les^r 

de celle de la ^hère pleine, quand Tépaisseur était réduite a-^ 
de pouce environ. Avec la valeur de|;t. = 5oo, le calcul don- 
nerait - pour le rapport des deux actions. 
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s»i. — Nous af ODS TU (as») que TactioD totale au Toisinage 
d'une sphère pleîae est, auprès du p6le. 



et, auprès de Téquateur, 






F.=, ' 



Jl-l-2 

En faisant encore |ii=5oo, comme pour le fer doux, il vient 

'^ ^ 2 • \ 2DO/ 



Jt)0 



F, = 3? ^=3?^. 

;)0'2 ^ DOO 



La force est sensiblement nulle à Téquateur, et elle a pris au 
pôle une valeur triple de la force du champ. 
Si le cocfGcient ;j. est voisin de Tunité et qu*on pose 

on obtient de môme 






•-^5 



A Tintérieur d'une sphère creuse, la force est 

Y rr: a ■- ■ ... 

91* 
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Si le coefOcienl (jL esl très grand, on peut écrire 



I 



9 



Si le coefficient [a est très voisin de l*unité et qu'on pose en- 
core ^=i-i-a, il vient 



T^i'--?^)' 



9 

Une petite aiguille aimantée introduite dans la sphère 
creuse y détermine une nouvelle couche induite qui se super- 
posera à la première et dont il est facile de calculer la distri- 
bution, puisque l'action extérieure d'une pareille aiguille 
équivaut à celle d'une sphère aimantée uniformément ; mais 
Taction de celte nouvelle couche sera toujours parallèle à 
Taxe magnétique de Taiguille et n'influera pas sur sa direc- 
tion. Les oscillations de cette aiguille ne dépendent donc que 
de Taclion résultante du champ extérieur et des couches 
induites par le champ lui-même. 

39Z. Corps aaisoiropM. — Considérons une sphère anisotrope 
dans un champ uniforme. Soient A, A', A'' les trois coefficients 
principaux d'aimantation et X,//,X^ l^s cosinus des angles de 
l'intensité <p du champ avec les axes ; les coefficients d'aiman- 
tation étant supposés très petits, les intensités des trois aiman- 
tations partielles auront pour valeurs 

1 =A:aç, 

et les moments magnétiques correspondants seront 
m —/il z-u^kXy 
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On en déduit^ pour le moment magnélique résultant. 

L'axe magnélique résultant de la sphère fait avec les axes de 
coordonnées des angles dont les cosinus a,a ,a' sont donnes 
par les équations 

a OL x" I 

et cet axe fait avec la direction du champ un angle défini 
par la relation 

cosO = aX-ha A -+-a A — n 

En désignant par M' le moment du couple produit par Tac- 
lion du champ sur la sphère, on a 

M'=çMsin6, 

ou, en remplaçant M et 6 par leurs valeurs, 

M'* = ç^M^ ( I - cos^e) = u^ [IP - (AX* + kX' 4- k^X"')] 

:^uV 1 [>.V(A'~A'0]^-h[X^X(r-A)]»4-[).X'(A-A')]^l. 

La sphère ne peut être en équilibre qui si le couple produit 
par l'action du champ est nul ; il faut donc que les trois carrés 
compris dans la parenthèse soient nuls séparément. Comme 
les coefficients k.kyh" sont différents, par hypothèse, il faut 
que deux des cosinus \'h!y\^ soient égaux à zéro et, par suite, 
que l'un des axes principaux d'aimantation coïncide avec la 
direction du champ. 

Le calcul qui précède convient également à un corps ho- 
mogène de forme quelconque situé dans un champ uniforme, 
puisque le moment magnélique par rapport à Tun des axes 
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principaux est simplement proportionnel au volume du corps 
et a la composante de la force du champ. 

Si le champ est variable, on supposera inftniment petit le 
volume considéré de la substance ; le moment du couple qui 
tend à le faire tourner autour de son centre de gravité aura 
encore la même expression en fonction de Tintensité du 
champ au point occupé par l'élément de volume. 

S9S, DéterailBatloM expérlmeatole des eoefflcleats d'almaB- 

latioM. — Lorsqu'un cylindre est aimanté d'une manière 
uniforme parallèlement à Taxe, Faction qu'il exerce sur un 
point intérieur ne dépend que des deux couches terminales. 
Si le cylindre est très allongé, cette action est négligeable 
pour tous les points dont la distance à Tune des extrémités 
reste très grande par rapport au diamètre : la force résul- 
tante sera donc produite uniquement par les masses exté- 
rieures. Si le champ extérieur est uniforme et parallèle à 
l'axe, Taimantation dans la plus grande partie du cylindre 
sera uniforme et proporlionnelle à l'intensité du champ. Dans 
le voisinage des extrémités seulement, Taimantation induite 
sera un peu modifiée : la couche superficielle, au lieu d'être 
uniforme et limitée h la surface terminale, aura une distribu- 
lion plus complexe et se répandra en partie sur les surfaces 
latérales. 

D'après cela, Je coefficient d'aimantalion d'une substance 
isotrope peut être défini comme le quotient par la force du 
champ de l'intensité de l'aimantation qu'acquiert un cylindre 
infiniment mince de la substance, placé parallèlement à la 
force dans un champ uniforme, ou Taimantation qu'il prend 
dans un champ égal à l'unité. 

De même, le coefficient d'aimantation d^un milieu aniso- 
irope dans une direction déterminée est l'aimantation longi- 
tudinale que prendrait un cylindre infiniment mince paral- 
lèle à cette direction dans un champ égal à l'unité. 

804L. — On voit aussi que, pour déterminer le coefficient 
d'aimantation de corps très magnétiques comme le fer, on ne 
peut se servir de l'action extérieure produite par des sphères 
ou des corps allongés dans une direction perpendiculaire au 
champ. En effet, le rapport de Taimantalion à la force est 
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respectivement égal à 



3 I 


I 
4^' 


1 


a I 


4-" ;i ' 

'^4.A- 


'■^4^-t 


4^ a 

'"^4^Jt 



suivant que le corps est une sphère, un disque ou un ellip- 
soïde de révolution très allongé. Ces rapports diffèrent trop 
peu des valeurs approchées qu'on obtient en y faisant k in- 
fini, pour qu'il soit possible d'en déduire la valeur du coerfi- 
cientÂ avec quelque précision. 

Au contraire, avec les corps allongés parallèlement aux li- 
gnes de force, l'aimantation tend à devenir sensiblement pro- 
portionnelle à k et indépendante de la forme du corps. 

805* Déplacement des corps éiaBs qb chaaip maipaétl^ne. — At- 

tractions et répnuioas. -- L'énergio potentielle d'une sphère 
diélectrique inPiniment petite (i78) dans un champ est 

W — — !^ 2—— —zl 

Cette expression représente aussi l'énergie d'une sphère 
magnétique infiniment petite et même d'un élément de vo- 
lume quelconque d^une substance homogène et isotrope dont 
le coefficient d'aimantation, positir ou négatif, est très faible ; 

on a alorsV-=^\ etW— — i/A— . 
4- 2 

Pour un déplacement très petit, la variation d'énergie est 

rfW = -^rf(ç»). 

Si le corps est magnétique, le coefficient k est positif, l'éner- 
gie diminue quand le corps se rapproche des points où la 
valeur absolue de la force est maximum. Un corps magnétique 
très petit dans un champ variable tend donc à marcher vers 
les points où la force est maximum. Comme il n'y a pas de 
maximum absolu de force en dehors des masses agissantes 



INDUCTION MAGNÉTIQUE. 431 

(i8o), il en résulte que si ce corps est abandonné à lui-même, 
il finira par aboutir à la surface des aimants; il est donc 
attiré par les aimants. 

Pour les substances diamagnéliques, le coefficient k est né- 
gatif. Un petit corps diamagnétique se rapproche des points 
011 la force est minimum; il tend à s^éloigncr de plus en plus 
des centres de force, il est donc repoussé par les aimants. 

Comme le champ peut renfermer des points où la force est 
nulle, et qui sontalors desminima absolus pour la valeur de 9^ 
on iroil qu'il peut y avoir é(|uilibre stable pour un corps dia- 
magnétique dans un champ \ariable, en dehors des masses 
agissantes. 

Faraday avait déjà énoncé, comme résultat de Texpé- 
rience, cette loi que les corps magîiétiques marchent vers les 
points où la force est maximum et les corps diamagnétiques vers 
les points où la force est minimum. C'est à sir W. Thomson 
que Ton doit la véritable interprétation du phénomène. 

Dans un champ uniforme, l'énergie d'un petit corps iso- 
trope, magnétique ou diamagnétique, est constante et par 
conséquent la force nulle. 

ane. — Pour un corps magnétique anisotrope, l'énergie 
totale est la somme des énergies qui correspondent aux mo- 
ments magnétiques mç/tX, u^k\\ u^Vk", dus aux composantes 
çX, ?//, oK de la force parallèles aux trois axes; on a donc 

Si le corps est astreint à tourner autour de son centre de 
gravité, l'équilibre stable correspond au cas où l'énergie est 
minimum, c'est-à-dire au cas où l'expression comprise entre 
parenthèses est maximum. 

Comme il est déjà nécessaire, pour l'équilibre, que deux 
des cosinus \, >/ et X'' soient nuls, ce maximum aura lieu 
quand la parenthèse se réduira au terme qui correspond au 
plus grand des coefficients A, A' et k\ Alors Taxe de plus 
grande aimantation est parallèle à la force du champ. 

Si le corps passe d'une position pour laquelle la force et la 



432 XAti^CTISlC. 

iJireciioQ du champ soai défiâtes par zi^ V^ V^, Xj* à uae aulre 
posiiioa pour laquelle les râleurs des mêmes quantités sont 
?jt '^t '^ '^f 1^ Tariatîoa d'énergie est 

Cette Tariation est negatire, et le déplacement tend a se faire 
sous la seule influence des forces magnétiques, lorsque la 
parenthèse est positiye. 

Si le corps est assujetti à se déplacer parallèlement à lui- 
même, Texprcssion précédente devient 

On Yoit que le corps tendra, dans tous les cas, à marcher 
^crs les points où la force est maximum. Celte tendance sera 
d'ailleurs d'autant plus marquée que le second facteur sera 
plus grand; elle sera maximum quand Taxe principal de 
plus grande aimantation sera parallèle au champ, minimum 
quand elle lui sera perpendiculaire. 

S97. — Si le corps est diamagnétique^ les valeurs de /r, k\ k' 
sont négatives et les conclusions opposées à celles qui précè- 
dent. L'équilibre stable dans un champ uniforme a lieu quand 
l'axe de plus faible aimantation est parallèle à la direction du 
champ. Dans un champ variable le corps tend à se déplacer 
dans le sens où la force décroit, et l'action est maximum quand 
l'axe de plus faible aimantation est parallèle aux lignes de 
force. Ces deux causes peuvent agir en sens contraires et donner 
des effets différents suivant que l'une ou l'autre sera prédo- 
minante. C*est ainsi qu'on peut expliquer beaucoup d'expé- 
riences qui ont paru pendant longtemps contradictoires ou 
paradoxales. 

Les résultats seraient encore plus complexes pour les corps 
dont les coefficients principaux d'aimantation ne seraient pas 
tous trois de même signe. 

De pareils corps seraient magnétiques dans certaines condi- 
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tions et diamagnéliques dans d^autres. On n*en connaît aucun 
exemple; mais le cas pourrait être réalisé artificiellement en 
plaçant, dans un champ non uniforme, une sphère magné- 
tique cristallisée entourée d'un fluide également magnétique 
et dont le coefficient d'aimantation serait intermédiaire entre 
les coefficients de plus grande et de plus petite aimantation de 
la sphère. La sphère serait magnétique suivant Taxe de plus 
grande aimantation, diamagnétique suivant Taxe de plus faible 
aimantation ; elle se dirigerait dans le sens des forces crois- 
santes quand le premier de ces axes serait parallèle au champ, 
dans le sens inverse quand ce serait le second. Ces actions 
sont d'ailleurs si faibles qu'il y aurait sans doute de grandes 
difficultés à les mettre en évidence. 

ans. Équilibre des mmMes alloni^ées éiaB« qm champ «alforme. 

— Nous avons vu, en électrostatique (iss), qu'un cylindre al- 
longé conducteur placé dans un champ uniforme est en équi- 
libre lorsque l'axe du cylindre est perpendiculaire ou paral- 
lèle à la force du champ, que cet équilibre est instable dans le 
premier cas et stable dans le second. 

Il doit en être de même pour une masse allongée de fer 
doux placée dans un champ magnétique uniforme, puisque 
Taimantation d'une sphère de fer doux est une fraction très 

voisine de l'unité, h=^ , de l'électrisation que prendrait 

celle sphère dans un champ électrique où les forces auraient 
les mêmes valeurs absolues. 

On sait en eiïet, depuis Gilbert, qu'une aiguille de fer doux 
mobile autour d'un axe vertical se met en équilibre dans le 
méridien magnétique, et que, si elle était mobile autour de 
son centre de gravité, elle prendrait la direction de l'aiguille 
d'inclinaison. 

Toutefois il ne suffit pas, pour expliquer cette expérience, 
de dire que le fer s'aimante en chaque point parallèlement à 
la force du champ, car alors l'aiguille devrait être en équi- 
libre dans toutes les positions; il faut donc que l'aimantation 
de la masse ne soit pas uniforme. 

Le couple qui agit sur l'aiguille, quand elle est oblique a la 
force du champ, tient à ce que les réactions des différentes 

£iectr. et Mogn, 1 — 28 
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parlicules ont modifié l.*aimantatîon; la- direction parallèle au 
champ est celle qui, par suite de ces réactions, correspond 
au maximum d'aimantation. 

aoo. — Considérons, en eiïet, une série de balles de fer doux 
B, B', B",... fixées sur un axe non magnétique et placées dans 
un champ uniforme; soit a Tangle de Taxe avec la direction 
du champ. 

Si ces balles sont assez éloignées pour ne pas réagir les unes 
sur les autres, Taimantation de chacune d'elles est parallèle au 
champ et Taction résultante est nulle. Mais, si la distance des 
balles n'est pas très grande par rapport à leurs dimensions, 
il est clair que Taimantalion de chacune d'elles est augmentée 
par leurs réactions et qu'elle a lieu suivant des directions qui 
font avec l'axe des angles a), a)',... plus petits que a et varia- 
i)les d^une sphère à l'autre. Chaque sphère n'est plus en équi- 
libre, elle est soumise à l'action d'un couple, et l'ensemble de 
ces couples tend à ramener Taxe commun dans la direction du 
champ. Dans cette position l'aimantation est maximum. 

Au contraire, si Taxe est perpendiculaire à la direction du 
champ, les actions réciproques tendent à diminuer l'aiman- 
tation de chacune des balles isolées; il y a équilibre instable 
et l'aimantation de l'ensemble des sphères est minimum. 

Ainsi, l'existence d'une position d'équilibre stable pour une 
aiguille magnétique dans un champ uniforme implique l'exis- 
tence de réactions entre les différents éléments magnétiques 
qui la composent ; il est donc en contradiction avec Thypo- 
thèse de Poisson sur la constitution des corps magnétiques 
laquelle admet que ces réactions n'existent pas. 

400. — Les conséquences seraient a peu près les mêmes 
pour l'équilibre d'un corps diamagnélique, quoique les réac- 
tions agissent dans un sens opposé. 

En elTet, l'aimantation induite est alors de sens contraire à 
la force magnétisante. Une série de balles B, B\ B*,.,., dis- 
posées sur une droite perpendiculaire au champ, s'aimantent 
dans une direction opposée à celle du champ; les réactions 
augmentent donc la force magnétisante sur chacune des balles. 
Cette direction correspond dès lors à un maximum d'aiman- 
tation et à un état d'équilibre. 
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Supposons mainlen.int que la ligne des balles fasse un 
angle x avec la direclion du champ; comme le sens de Tai- 
mantation est inverse et que chaque pôle tend à développer un 
pôle de même nom dans la partie la plus voisine d'une'autre 
balle, les réactions diminuent la force magnétisante et en mo- 
difient la direction ; rcfTet est d'ailleurs d'autant plus marqué 
que l'angle a est plu» petit. Les couples qui agissent sur les 
sphères tendent encore à faire prendre à Taxe une direction 
parallèle au champ. L'aimantation est alors minimum. 

Ainsi une aiguille diamagnétique doit aussi, dans un champ 
uniforme, prendre une direction parallèle à celle du champ 
pour être en équilibre stable. 

Toutefois, le coefficient d*aimantalion pour les corps dia- 
magnétiques est tellement faible, que les réactions des parti- 
cules sont négligeables et que leur effet doit échapper à tout 
moyen d'observation. 

En fait, une aiguille diamagnétique, pourvu qu'elle ne soit 
pas cristallisée, est en équilibre indifférent dans un champ 
magnétique uniforme; dans toutes les expériences où Ton 
constate des phénomènes de direction, l'effet est dû aux pro- 
priétés magnéto-cristallines (a97) du corps en observation. 

40I . É^nililire des corps <i*B« «n champ ▼ariaUc. — Dans un 

champ variable les phénomènes sont plus complexes. 

Les corps diamagnétiques obéissent simplement à la loi de 
Faraday, c'est-à-dire que chacun des éléments de volume tend 
à se déplacer vers les points où la force est minimum, et le 
mouvement de l'ensemble du système est déterminé par cette 
tendance de chaque élément. 

Considérons, par exemple, le champ produit par les pôles 
opposés A et A' de deux aimants identiques, ou par les deux 
pôles d'un aimant en fer à cheval, ou, plus simplement, le 
champ de deux masses égales et de signes contraires (fig. 34). 

Au centre défigure 0, à égale distance des deux aimants, la 
force a une valeur minimum par rapport à la ligne diamé^ 
traie AA', et une valeur maximum par rapport à une direction 
Or normale à la première. Une pelite sphère magnétique 
isotrope, mobile seulement le long de la droite Ojr» marche 
vers le point où elle est en équilibre stable; une sphère 
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diamagnéliquc dans les mêmes conditions serait en équilibre 
instable au point 0, et tendrait à s'en écarter indéfiniment. 
Si même cette sphère était absolument libre et située sur la 
droite Oj à une petite distance du point 0, elle s'éloignerait 
de ce point en suivant la ligne Or, c'est-à-dire normalement 
aux ligyies de force^ parce que c'est la direction suivant la- 
quelle la force varie le plus rapidement, 

402. — Une aiguille allongée magnétique, mobile autour 
du point 0, se dispose parallèlement à la ligne des pôles AA\ 
en équilibre stable, chacun des éléments de volume se por- 
tant vers les points où la force est maximum. 

Pour une aiguille diamagnctique, au contraire, la position 
d'équilibre stable correspond à la direction perpendiculaire 
à la ligne des pôles. 

Les aiguilles se mettent donc parallèlement ou transversa- 
lement à la ligne de deux pôles de noms contraires, suivant 
que le coefficient d'aimantation est positif ou négatif. De là 
les noms de paramagnétiqties ou de diamagnétiques donnes 
par Faraday aux corps qui appartiennent à la première ou à 
la seconde classe. 

4oa. — Nous venons de voir que, même dans un champ uni- 
forme, une aiguille magnétique se place parallèlement au\ 
lignes de force, et d'autre part, les différents éléments tendent 
à marcher vers les points où la force est maximum. 

Lorsque ces deux espèces d'actions sont concordantes comme 
dans le cas qui précède, la position d'équilibre est facile n 
déterminer; mais il peut arriver que la tendance de chacun 
des éléments à marcher vers les maxima de force ait pour ré- 
sultat d'amener le système dans une direction qui ne soit pas 
parallèle aux lignes de force. Alors la position d'équilibre 
dépend des conditions de l'expérience. Imaginons, par exem- 
ple, une série d'aiguilles de fer doux identiques disposées 
normalement et a égales distances les unes des autres sur 
une tige non mognétique, et plaçons ce système entre les 
pôles opposés des deux aimants. Si les aiguilles sont très écar- 
tées, chacune déciles tend à se mettre parallèlement aux 
lignes de force et le système entier sera en équilibre perpen- 
diculairement a la ligne des pôles. Si, au contraire, on rac- 
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courctl les aiguilles de plus en plus, ou si on les multiplie de 
manière à les rapprocher presque au contact, il arrivera un 
moment où la tendance de chacune d'elles à se porter vers les 
points de force maximum deviendra prédominante et le sys- 
tème entier se placera cette fois parallèlement aux lignes de 
force, c'est-à-dire suivant la ligne des pôles. 

On conçoit que tous les cas inlermédiaires puissent se 
présenter et même que, pour un système magnétique donné, 
la direction d'équilibre parallèle ou transverse dépende de la 
loi de variation du champ dans lequel il est placé. 

404. escllUtioBS «!'■■• alipillle Isotrope laflalmoBt petite. — 

Le problème est identique à celui qui a été traité précédem- 
ment (isa, 184) pour les diélectriques. 

En particulier, si le champ est symétrique par rapport au 
centre de l'aiguille^ la durée des oscillations est donnée par la 
formule 

fH 2jP 



KA + B' 



et est indépendante de la longueur de l'aiguille. Ce dernier 
fait avait été trouvé expérimentalement par Malteucci pour 
des aiguiJIes de bismuth non cristallisées; l'explication en a 
clé donnée par sir W. Thomson. 
Dans le cas actuel^ le coefficient 



K = 



, + !=* 



se réduit sensiblement a une constante pour les grandes va- 
leurs de k et devient égal à k pour les petites. La méthode 
dns oscillations dans un champ symétrique ne pourra donc 
être employée pour déterminer le coefficient d'aimantation 
de corps très magnétiques comme le fer ; au contraire, elle 
conviendra très bien au cas de corps faiblement magnétiques 
uu de corps diamagnétiques. 

Si le champ varie d'une manière quelconque, la méthode 
des oscillations, même pour les corps a coefficient très faible, 
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On en déduit^ pour le moment magnétique rcsullant. 

L'axe magnétique résultant de la sphère fait avec les axes de 
coordonnées des angles dont les cosinus a^x^z" sont donnés 
par les équations 

a ol' X I 

et cet axe fait avec la direction du champ un angle défiai 
par la relation 



H 

En désignant par M' le moment du couple produit par Tac- 
lion du champ sur la sphère, on a 

M'=:çMsine, 
ou, en remplaçant M et 6 jpar leurs valeurs, 

M'^ = 9^M2 ( I - cos^e) = uy [IP - {k)? -^ kT' -+- k'^r^)] 
= uy[k^X^-hk'^}:'-hk''^r^--(k}?-hk'X'^'hk\''^)^^^ 
r=uy \ [>.r (A'_A''')f -h[XO.(r-A:)]^4-[XV(A-A')]»!• 
La sphère ne peut être en équilibre qui si le couple produit 
par Faction du champ est nul ; il faut donc que les trois carrés 
compris dans la parenthèse soient nuls séparément. Gomme 
les coefficients k,k\k' sont différents, par hypothèse, il faut 
que deux des cosinus X,X',X* soient égaux à zéro et, par suite, 
que l'un des axes principaux d'aimantation coïncide avec la 
direction du champ. 

Le calcul qui précède convient également à un corps ho- 
mogène de forme quelconque situé dans un champ uniforme, 
puisque le moment magnétique par rapport à l'un des axes 
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principaux est simplement proportionnel au volume du corps 
et à la composante de la force du champ. 

Si le champ est variable, on supposera infiniment petit le 
volume considéré de la substance ; le moment du couple qui 
tend à le faire tourner autour de son centre de gravité aura 
encore la même expression en fonction de Tintensité du 
champ au point occupé par l'élément de volume. 

aOS. DétermlBAtloM expérlmentole des eoefflcIeMts d*«lmaB<- 

«atioM. — Lorsqu'un cylindre est aimanté d'une manière 
uniforme parallèlement à Taxe, l'action qu'il exerce sur un 
point intérieur ne dépend que des deux couches terminales. 
Si le cylindre est très allongé, cette action est négligeable 
pour tous les points dont la distance à Tune des extrémités 
reste très grande par rapport au diamètre: la force résul- 
tante sera donc produite uniquement par les masses exté- 
rieures. Si le champ extérieur est uniforme et parallèle à 
l'axe, l'aimantation dans la plus grande partie du cylindre 
sera uniforme et proportionnelle à l'intensité du champ. Dans 
le voisinage des extrémités seulement, Taimantation induite 
sera un peu modifiée: la couche superGcielle, au lieu d'être 
uniforme et limitée a la surface terminale, aura une distribu- 
tion plus complexe et se répandra en partie sur les surfaces 
latérales. 

D'après cela,. le coefficient d'aimantation d'une substance 
isotrope peut être défini comme le quotient par la force du 
champ de l'intensité de l'aimantation qu'acquiert un cylindre 
infiniment mince de la substance, placé parallèlement à la 
force dans un champ uniforme, ou Taimantation qu'il prend 
dans un champ égal à l'unité. 

De même, le coefficient d'aimantation d'un milieu aniso- 
irope dans une direction déterminée est l'aimantation longi- 
tudinale que prendrait un cylindre infiniment mince paral- 
lèle à cette direction dans un champ égal à l'unité. 

394. — On voit aussi que, pour déterminer le coefficient 
d'aimantation de corps très magnétiques comme le fer, on ne 
peut se servir de l'action extérieure produite par des sphères 
ou des corps allongés dans une direction perpendiculaire au 
champ. Eu etîel, le rapport de Taimantation à la force est 
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l*aimantatioQ résiduelle. Ce problème n*a été résolu théori- 
quement que dans un très petit nombre de cas. 

«•7. iMdnetioB de ralmaat mmw Inl-méaie. — F«rce démajpié- 

tiMiBte. — Le magnétisme déGnitif d*un aimant doit être 
considéré comme formé de deux parties, Tune duc aux masses 
magnétiques maintenues fixes par la force coercitive,et qu*0Q 
peut appeler le magnétisme rigide^ Tautre résultant de Tin- 
duction de la première sur le corps magnétique, et qui consti- 
tue le magnétisme induit. 

L'action intérieure du magnétisme induit est évidemment 
de sens contraire à la force qui le produit ; il en résulte que 
l'induction d'un aimant sur lui-même tend toujours à dimi- 
nuer l'aimantation et agit comme force démagnétisante. 

Le magnétisme apparent, celui dont nous observons les ef- 
fets, résulte de la superposition de ces deux magnétismes. 
Aussi la détermination de l'intensité et de la distribution du 
magnétisme apparent présentera-t-elle, en général, de grandes 
difficultés. 

Le problème se simplifie quand la force démagnétisante 
est en chaque point proportionnelle au magnétisme rigide qui 
existe en ce point; la loi de la distribution est alors la même 
que si l'effet secondaire d'induction n'existait pas. 

En particulier, dans le cas où le magnétisme rigide est uni- 
forme, le magnétisme apparent sera lui-même uniforme, si 
l'action inductrice secondaire est constante dans l'intérieur de 
l'aimant. 

Cette condition est réalisée, comme on l'a vu plus haut 
pour une sphère aimantée uniformément; elle Test égale- 
ment pour un ellipsoïde ayant une aimantation uniforme pa- 
rallèle à l'un des axes, et pour un cylindre circulaire droit 
indéfini, aimanté perpendiculairement a l'axe. 

408. — Considérons ^'abord une sphère. Désignons par 1 
l'aimantation rigide, par V l'aimantation induite et par l^ 
l'aimantation apparente; la force démagnétisante est alors 

(a55) égale à ^r^I^ et l'on a 
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On en déduit 

(.) l'=l__!_=l,4^A. 

Pour un ellipsoïde aimanté parallèlement à Tun des axes, 
l'action démagnétisante a pour valeur I,L, 1,M ou I^N, sui- 
vant Taxe dont il s'agit (ase). Elle est 4^I| ou tz^v^i— e*l, pour 
un disque, suivant qu'il est aimanté transversalement ou pa- 
rallèlement à un diamètre (357). Pour un ellipsoïde de révo- 
lution allongé, elle est a^l^ si l'aimantation est transversale, 

et 4^I|— (/.-T — i) siraimantationestlongitudinale(357). 

Cette dernière expression tend vers zéro quand le rapport 

- diminue de plus en plus. La force démagnétisante serait 

encore plus petite pour un long cylindre (a7a). 

La forme de lames minces ou de cylindres très allongés est 
donc celle qui convient le mieux pour obtenir des aimants 
permanents, puisque la force démagnétisante est alors la plus 
faible possible. Ce sont, en effet, les formes qui ont été consa- 
crées par la pratique. L'expérience montre, en outre, que l'in- 
fluence de la trempe est alors beaucoup moindre que dans 
le cas des aimants gros et courts. Coulomb avait déjà constaté 
que la trempe n!a qu'une influence peu appréciable sur la 
rigidité magnétique d'un fil d'acier. 

400. Ca« parllettllen d'aimutotloB. — Sphère, — 11 résulte 

de la discussion qui précède qu'une sphère d'acier pleine, 
homogène et isotrope, placée dans un champ magnétique uni- 
forme, prendra une aimantation temporaire uniforme et gar- 
dera ensuite une aimantation résiduelle uniforme. 

L'aimantation temporaire aura une expression de la 
forme 

dans laquelle le coefficient k doit être regardé, non plus 



romme une qiiaalité cooptante, mais comme ane fooclioQ de 
rinteosilé F du champ réel: la fraction par laquelle on doit 
multiplier la force F pour aToir raîmaotatioo I, tend^ eo 

effet, à deTcnir eo raison ioTerse de F, c'est-à-dire égale à p* 

a mesure que F augmente, puisque raimantation tend Ters 
un maximum I . 

De même, Faimantation résiduelle est une fraction de Tai- 
manb.tion temporaire, fraction variable et qui tend Ters une 

Taleur limite — , puisque Taimantation résiduelle a un maxi- 
mum ; celle-ci est alors une fraction -^ de Taiman talion tem- 

m 

poraire maximum. 

Dans tous les cas, la loi de la distribution est la même : la 
densité en chaque point est égale à la projection normale 
de raimantation, c'est-à-dire proportionnelle à Tabscisse du 
point comptée à partir du centre sur le diamètre parallèle à 
Faimantation. La densité linéaire comptée suivant le même 
axe est également proportionnelle à Tabscisse. Le moment de 

sphère est ul^, la masse totale de chacune des couches 7 —, 

la distance des pôles -rj-' ^^ chaque pôle est au ^ du rayon à 

partir du centre. 

4itm. Ellipsoïde, — 11 en est de même pour un ellipsoïde 
homogène et isotrope dont un des axes coïncidait pendant 
Faimantation avec la direction du champ uniforme; il faut 

seulement remplacer le fadeur ^j^ par un coefficient L qui 

dépend de la forme de Fellipsoîde (359). 

L*aimantation maximum! et la fraction — qui détermine 

le maximum d'aimantation résiduelle ont des valeurs qui 
sont liées à celles qui correspondent à la sphère par des rela- 
tions qui dépendent de la forme de Fellipsoîde. 

La loi de distribution est encore connue et les pôles sont à 
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une distance du cenlre égale au :t du demi-axe parallèle à 



l'aimantation. 

On pourra, de même, obtenir un aimant uniforme avec un 
disque circulaire aimanté perpendiculairement à un plan ou 
parallèlement à un diamètre (ss?). 

411. Tore. — Un cas simple réalisable expérimentale- 
ment est celui d*un corps limité par une surface canal fer- 
mée, uu tore par exemple, dans laquelle Faimantalion serait 
en chaque point parallèle à Taxe. L*aimant peut alors être 
considéré comme formé de solénoîdes simples, parallèles à 
Taxe, et fermés sur eux-mêmes (391), l'action extérieure du 
système est toujours rigoureusement nulle. 

4M. Cylindre. — On peut encore joindre aux exemples qui 
précèdent et qui correspondent à des volumes finis et réalisa- 
bles en toute rigueur^ celui d'un cylindre circulaire indéfini, 
homogène et isotrope, situé dansun champ uniforme perpendi- 
cuiaire à Taxe; Taimanlation est alors représentée par Tex- 
pression 

I -H 'ItM 

Les cas que nous venons d'examiner paraissent être les 
seuls où Ton puisse déterminer théoriquement la distribution 
du magnétisme, au moins lorsque le coefficient k n'est pas in- 
dépendant de la force magnétisante. 

413. Almaato ««eleoB^aea. — Métlioéea vzpériaieaialea. — 

Pour un corps quelconque le problème de l'aimantation ne 
peut être abordé que d'une manière expérimentale par l'étude 
des actions extérieures; mais nous avons déjà fait remarquer 
que la connaissance du champ extérieur d'un aimant ne peut 
rien apprendre sur la distribution intérieure du magnétisme, 
rllc permettrait seulement de déterminer la distribution de la 
couche fictive équivalente à l'aimantation réelle. 

Nous rappellerons les principales méthodes expérimentales 
employées pour en préciser la signification théorique. 

414. Oscillations, — Cette méthode, employée par Coulomb, 
consiste à faire osciller une très petite aiguille horizontale de* 
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vant les différenls points du barreau placé verticalement dans 
le plan méridien de Taiguille. En désignant par n et N les 
nombres d'oscillations Taites par Taiguille sous rinflucncc 
seule de la terre et sous l'action combinée de la terre et du 
barreau, Faction du barreau sur Taiguille dont on suppose 
le magnétisme invariable est proportionnelle à la diGTérence 
N^— /i^ des carrés des deux nombres. On mesure ainsi la com- 
posante normale de la Torce magnétique au point considéré. 
Coulomb admettait que cette composante normale est pro- 
portionnelle à la densité, de la couche fictive superficielle, au 
point le plus rapproché de Taiguille, sauf au voisinage de l'ex- 
trémité; dans ce cas il déterminait la densité soit par un pro- 
cédé graphique, soit en doublant la valeur obtenue par les 
oscillations de Taiguille. On ne peut méconnaître ce qu'il y a 
d'arbitraire dans ce mode de correction ; il est dailleurs tout 
à fait inexact, comme on le verra plus loin («m), que la force 
normale en un point soit proportionnelle à la densité de la 
couche fictive correspondante, et qu'elle puisse donner direc- 
tement la distribution du magnétisme. 

415. Balance de torsion. — Une seconde méthode, égale- 
ment due a Coulomb, consiste à mesurer la répulsion exer- 
cée par chaque point de l'aimant, à une distance coostanle 
et très petite, sur le pôle d'une longue aiguille mobile dans 
un plan perpendiculaire à l'axe du barreau. Si on considère 
comme invariable le pôle de l'aiguille, la torsion qu'il faut 
donner au fil de suspension pour maintenir l'aiguille dans la 
position voulue, mesure encore avec une certaine approxima- 
tion la composante normale de la force magnétique. 

410. Emploi du fer doux, — Dans les deux cas précédents, 
on admet que le magnétisme de l'aimant auxiliaire est inva- 
riable, de sorte que l'action qu^il subit est simplement propor- 
tionnelle à l'intensité du champ. Si Taiguille oscillante est 
en fer doux et que l'aimantation de cette aiguille soit propor- 
tionnelle à rintensité du champ, l'action qu'elle subira sera 
proportionnelle au carré de la composante normale. 

De même, on peut placer un morceau de fer doux [clou 
dépreuve de M. Jamin) sur les difl^érents points de TaimaDt 
et déterminer la force nécessaire pour l'en détacher; cette 
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force d^arracliement osl encore, avec les mêmes resiriclions, 
proportionnelle au carre de la composante normale. 

Toutefois, dans ces deux méthodes, on ne tient compte ni 
(le la variation du coefficient k avec Tintensité de la force 
magnétique, ni des modifications apportées par la présence 
du fer doux dans Tétat magnétique du barreau précisément 
sur la région que Ton explore. Les résultais fournis par rem- 
ploi du fer doux ne paraissent donc pas aussi bien définis que 
ceux qu'on obtient par les aimants. 

417. Mesure du flux par les courants d'induction. — Cetle 
méthode est la seule qui donne des résultats rigoureux; ou 
on trouvera plus loin la théorie. Il suffira ici de dire qu'elle 
permet, au moyen des courants induits, de déterminer le flux 
de force ou le flux d'induction magnétique qui traverse un 
circuit fermé. 

Si on entoure le barreau en un point par un anneau formé 
d'une ou plusieurs spires et relié à un galvanomètre, et que 
par un procédé quelconque on supprime brusquement l'ai- 
mantation, le courant momentané produit dans l'anneau me- 
sure le flux total d'induction qui traversait le plan limité par 
Tanneau au point considéré; si Vanneau enserre étroitement 
le barreau, le flux d'induction qui traverse l'anneau est celui 
qui existe dans la section même du barreau. 

L'anneau étant placé au même point, on le fait glisser sui- 
vant l'axe du barreau de manière à l'emporter à une distance 
qu'on puisse considérer comme infinie; le courant mesure 
cette fois le flux total de force émané de l'aimant à partir du 
point de départ. 

L'expérience montre, comme c'était évident d'ailleurs d'a- 
près le théorème de la conservation du flux d'induction, que 
le courant est le même que dans le cas précédent. 

En mesurant de l'une ou de l'autre manière le flux corres- 
pondant aux diOTérents points, on peut construire une courbe 
qui représentera Tétat magnétique du barreau. La courbe a 
une ordonnée maximum qui correspond à la ligne neutre; 
elle s'abaisse de part et d'autre et devient asymptote à l'axe 
du barreau supposé prolongé indéfiniment. On peut Tappe* 
1er avec Gaugain courbe de désaimantation. 
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Si, l'anneau étant place au point dont Tabscissc est x, on le 
fait glisser d'une quantité dx^ le courant mesure le flux exté- 
rieur correspondant à cette longueur dx^ ou, ce qui revient an 
même, la \arialion du flux intérieur d'induction. En dépla- 
çant successivement l'anneau de quantités égales, on pourra 
construire la courbe dont les [ordonnées représentent le flux 
extérieur, et par suite la composante normale aux différents 
points. Les ordonnées de celte courbe sont les dérivées des 
ordonnées de la courbe de désaimantation. 

Cette méthode fournit donc, comme les précédentes, mais 
d'une manière exacte, les valeurs de la composante normale 
en chaque point du barreau. 

418. OlatribvtioB de la coaelie ftctive. — La COUCbc Gctive 

n'est point une couche d'équilibre, mais on sait (su) que sa 
densité en chaque point satisfait à la relation 

<y=T:(F«-F;), 

dans laquelle F„ et F^ désignent, pour deux points infiniment 
voisins pris de part et d'autre de la surface, le premier à Texté- 
rieur et le second à l'intérieur, les composantes normales des 
actions exercées par les masses extérieures et par la couche. 
Les méthodes qui précèdent donnent la composante F„, mais 
la composante F^est en général inconnue; par suite, elles ne 
permettront de déterminer la densité de la couche fictive que 
dans certains cas particuliers. 

11 peut arriver, en effet, que la couche fictive puisse rem- 
placer les masses magnétiques qui existent réellement dans 
l'aimant, non seulement pour les points extérieurs, mais 
pour les points intérieurs; c'est ce qui a lieu dans les phé- 
nomènes d'induction magnétique, lorsque le coefficient k est 
constant. Alors il y a un rapport constant (x entre les compo- 
santes normales extérieure et intérieure, et la densité a pour 
expression 

Dans ce cas la distribution est entièrement connue quand on 
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connaît la composante normale extérieure en chaque point. 
Il n'en est plus de même si le coefticient k est variable et, 
ix plus forte raison, s*il existe du magnétisme rigide. 

Les méthodes ordinaires ne donnent donc pas directement 
la distribution delà couche fictive dans un barreau aimanté; 
il est inexact, en particulier, de considérer Tabscisse du cen- 
tre de gravité de la courbe des composantes normales comme 
donnant la position du pôle. Il suffit, pour s'en convaincre, 
d'examiner le cas d'un cylindre aimanté uniformément suivant 
une direction parallèle à Taxe. Nous avons vu (373) que son 
action peut être représentée par celle de deux couches, Tune 
positive, l'autre négative, distribuées d'une manière uniforme 
sur chacune des bases. Il est facile de voir que pour la sur- 
face latérale le flux de force n'est pas nul» bien que la den- 
sité soit nulle. Le centre de gravité de la courbe qui repré- 
sente le flux qui traverse la surface latérale tombe à Tinté- 
rieur de l'aimant, tandis que le pôle se trouve rigoureusement 
situé sur la surface terminale. 

Remarquons que, si les composantes normales ne donnent 
pas la distribution^ elles permettent, en vertu du théorème de 
Grcen, de calculer la masse totale du magnétisme. Four Tai- 
mant tout entier, cette masse est évidemment nulle; mais le 
flux total de force considéré d'un côté ou de l'autre de la ligne 
neutre est égal au produit de ir. par la masse de la couche 
fictive correspondant à ce côlé. Celte masse totale est repré- 
sentée par Taire de la courbe qu'on obtiendrait en prenant 
comme ordonnées les valeurs trouvées pour la composante 
normale en tous les points de Taxe de Taimant, supposé pro- 
longé indéfiniment, ou, plus simplement, par l'ordonnée 
maximum de la courbe de désaimantation. 

4111. Aimaato cyiindriqaM. — Coulomb a déterminé par 
expérience, et à Taide des méthodes indiquées plus haut, ce 
qu'il appelle la distribution du magnétisme dans des aiguilles 
cylindriques. 

11 a constaté d'abord que pour les aimants couris, c'est-è-dire 
ceux dont la longueur est plus petite que 50 fois le diamètre, 
la force normale en chaque point (qu'il confondait avec la den- 
sité) est proportionnelle à la distiince au point milieu. 
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La densité linéaire serait donc la même que pour une 
sphère ou un ellipsoïde aimanté uniTormément. 

La courbe de distribution est alors figurée par une droilc 
OB (fig. 86) Taisant un certain angle a avec Taxe OA du bar- 
reau. Une droite OB' formant le prolongement de la première 
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figurerait le magnétisme négatif sur l'autre moitié du bar- 
reau. Le centre de gravité de la surface se projette, comme 
pour une sphère, au tiers de la demi-longueur du barreau à 
partir des extrémités. 

Celte loi doit représenter la distribution réelle du magné- 
tisme d'une manière assez approchée, car Coulomb a vérifié 
que, toutes choses égales, le moment magnétique des barreaux 
courts est proportionnel au cube de la longueur. 

Si le barreau est long y c'est-à-dire si la longueur L dé- 
passe 50 fois le diamètre d, le magnétisme est insensible sur 
une certaine longueur de part et d*autre du centre et peut 
être encore représenté par un triangle CAA' (fig. 87) dont 
la base occupe une longueur égale à 25 fois le diamètre. 
L'angle a de la droite figurative des densités est constant 
pour des barreaux qui ne diffèrent que par la longueur. La 
quantité de magnétisme est alors constante et la même que 
dans un aimant limite, pour lequel on aurait L=:5orf; cette 
quantité peut donc être représentée par a (Sodf et le moment 



para^L-yrfVsorf)^ 



Coulomb ne considère toutefois ces résultats que comme 
une première approximation. Il a constaté que, si l'on prend, 
à partir de l'extrémité A d'un aimant, des points équidis- 
tants, les tangentes successives aux points correspondants 
de la courbe figurative font enire elles des angles égaux. La 
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courbe qui satisfait à cette condition est donnée par Téqua- 
lion e~^ = cos^, qui pour les petites valeurs de x se confond 
sensiblement avec un arc de parabole CB (fig. 87) tangente à 
Taxe en un point C a une dislance / de Texlrémité ; la quantité 




Fig. 87 

de magnétisrne est alors proportionnelle à P, soit bP^ et le pôle 
est situé à une distance de Textrémité égale à 7. Le moment 

magnétique aurait pour valeur ( L — j bP. 

On voit que le moment magnétique pour un cylindre très 
long tend à devenir proportionnel à la longueur, comme dans 
le cas de Taimantation induite. 

420. Foraïaies eaipiri^aM. — Ces deux fragments de para- 
bole ne représentent pas la distribution du magnétisme par 
une fonction continue. Biot a trouvé que Ton satisfait aux 
expériences de Coulomb d'une manière très exacte par la for- 
mule exponentielle 

(3) .>-«(:x' -/-'), 

dans laquelle y est le magnétisme en un point situé à une dis- 
tance X d'une des extrémités, ^ et ji des constantes. 

Biot arrive à cette formule en assimilant Taimant à une pile 
de Volta qu'il considère elle-même comme une série de pla- 
ques dans lesquelles les électricités des plaques extrêmes A et 
B dissimulent des quantités d'électricité de signes contraires 
variant en progression géométrique avec le nombre des pla- 
ques. En nommant N le nombre total des plaques, lelectri- 
cité positive de A dissimule dans la n^'' plaque une quan- 
tité d'électricité négative exprimée par aa", et l'électricité 
négative de B dissimule dans ce même élément une quantité 

É/ecfr. et Mngn. I — «9 
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d'éleclricilé posilive exprimée par ax^~'% de sorle que la qiian- 
lilé d'électricilé libre dans cet élément est, si on suppose les 
charges exlrcmes égales entre elles, 

Pour passer de cette formule à la précédente, il suffit de po- 
ser N =2//; et, par suile, n-.-xp, en appelant /9 le nombre de 
couples par unité de longueur, et de prendre [l=o^. 

11 paraît dilTicile de discuter un raisonnement n'ayant pour 
base que la notion vague de Télcctricité dissinmlée. 

481. — La formule à laquelle nous sommes arrives (seo] 
pour le (lux qui s'échappe latéralement d'une pile de Voila 
plongée dans un milieu médiocrement conducteur est équi- 
valente à celle de Biot. Les conditions pour lesquelles celte 
formule a été obtenue peuvent êlre considérées comme s'ap- 
pliquanta un cylindre magnétique placé dans un champ uni- 
forme parallèle à l'axe, auquel cas le potentiel varie propor- 
tionnellement à l'abscisse. 

4lZ2, — Green, partant d*une conception particulière de la 
force coercitive, a trouvé que, pour un cylindre circulaire 
placé dans ces conditions, la densité linéaire, à une distance x 
comptée à partir du milieu d'un barreau de longueur 2/ et de 
rayon a, doit être exprimée par la formule 



^^ \—T.k¥qn 






-1/ _i/ 



dans laquelle F représente l'intensité du champ et y une con- 
stante donnée par l'équation 

Grcen admet que le coefficient d'aimantation k est constant 
dans toute l'étendue du corps; dans ce cas, la densité linéaire 
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est proporlioQQelle à la composante normale. Maxwell donne 
le tableau suivant des valeurs correspondantes de ^ et de A: . 



k 


q 


k 


^ 


QO 


0,00 


11,80 


0,07 


336,4 


0^01 


9.«3 


0,08 


62,02 


0,02 


7,52 


0,09 


48,4 1 


o,o3 


6,32 


0,10 


^9*47 


0,04 


0,143 


1,00 


20,18 


o,o5 


0,0002 


^0,00 


«4,79 


0,06 


0,0000 


00 



Pour de5 valeurs de k négatives, q devient imaginaire; la 
Tormule ne semble donc pas pouvoir s'appliquer aux corps 
diamagnétiques. 

La formule de Green parait représenter très exactement la 
distribution du magnétisme temporaire dans le fer doux ainsi 
que celle du magnétisme permanent dans les barreaux de 
forme cylindrique. Green a vérifié que la valeur du moment 
qu'on en déduit pour une aiguille de cette forme. 



(0) m = ka^\^^l--^^r^^^). 



s'accorde d'une manière très remarquable avec les détermi- 
nations faites par Coulomb sur des aiguilles qui ne différaient 
que par la longueur. L'accord cesse cependant d'être tout à 
fait satisfaisant quand la longueur de l'aiguille est inférieure 
à vingt-cinq fois le diamètre. 

L'aire de la courbe qui correspond à la formule de Green a 
pour expression 



S=-^F/.(.-^,^); 



elle représente la valeur totale du flux de force latéral. Pour 
un cylindre très long^ elle se réduit sensiblement à ^ca^FA; le 
flux qui s'échappe par les extrémités peut alors être considéré 
comme négligeable. 



Si <Hi adaieUait qn^ l'^bsci^âi* du ce«tre Ae jnavité de celte 
aire déterminai la pmitîcfl «ju p>le, oa aorait b distance 2^ 
d^ deiii p^les en divisant le moment m par la masse S: 00 
oblien'lrait ain«î : 

9J 



4S3, — Dans le cas d*un aimant pemianeot on peut arrifer 
à la même formule en assimilant le flox dinduction magné- 
tique qui existe au milieu du barreau à un flu\ d*électricîté 
qui se propagerait avec déperdition latérale. En reprenant les 
notations déjà employées {zzz) et considérant les résistances p 
et f comme des constantes, la résistance R en un point quel- 
conque du barreau a pour expression 



** — VF? 



en posant 



Ce-*^ 






Désignons par Q le flux dinduction qui trarerse une sec- 
tion quelconque du barreau; le rapport du flux latéral — dQ 
relatif a la longueur da: au flux intérieur Q — dQ est égal au 
rapport inverse des résistances, ce qui donne 

dQ R . 

En appelant Qo la valeur du flux qui traverse la section 
neutre du barreau située à une distance / de Textrémité, on 
en déduit 
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Ce flux étant parallèle à Taxe au milieu du barreau, la 
dérivée -j- doitêtre nulle pour x=/; il en résulte 

et, par suite, 

Le flux latéral relatif à l'unité de longueur est — t-; ce 

flux est égal au produit de la composante normale F„ par la 
surface correspondante ina. 
On a donc 

424. — Cette formule devient identique à celle de Green 
si Ton pose 

et 

d'où Ton déduit 

(8) Oo=A'F-«'- 

Comme on a p= i/-, et que la résistance p est évidemment 

en raison inverse de a^, on en conclurait que la résistance 
extérieure p' est indépendante du rayon, et que la quantité de 
magnétisme prise par un barreau dans une condition déter- 
minée serait proportionnelle à sa section et indépendante de 
sa longueur. 

La première de ces conséquences parait assez difficile à 
justifier; nous avons admis, au contraire (220), que la résis- 
tance p' est en raison inverse de la capacité 7 et, par suite, en 
raison inverse du rayon. 
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On serait plutôt conduit à poser 

*=\/hv/i- 

Dans cette hypothèse, la formule devient identique à celle 
qui a été trouvée par M. Jamin comme résultat de ses expé- 
riences. En appelant j' la tension en chaque point, ou la den- 
sité, ;? et 5 le périmètre et la section du barreau, enfin A et c 
deux constantes, M. Jamin trouve 

Si la section du barreau est circulaire et de rayon a, on a 
l/- = i/- et, en posant e v/a = B, la formule devient 

PourTidentifier avec la formule (7), il suffit de poser 

B /û 

\a y a 

Qo^ AB - _JL,/ _JL,A 
— =r — )/ae VH* I I — e v« ) ' 

e^-fe-M ^ \ / 

on en déduit 



('O) 0„ = :^(,-e-*M), 



cu> pour les barreaux un peu longs. 
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Il résulte de ces expressions, que la quantité de magnétisme 
(l'un barreau serait proportionnelle, non plus à sa section, 
mais à son périmètre, comme si le flux d'induction qui s'é- 
tablit dans la section moyenne d'un aimant permanent était 
limité à une couche superficielle dont l'épaisseur, d'ailleurs 
très petite, dépendrait de la nature du barreau et des pro- 
cédés employés pour l'aimanter. 

435. Hypollièfles ««r la coBstltntioa dea aimanto. -^ D a- 

près la théorie de Poisson, l'aimantation d'un milieu serait 
produite par la séparation des fluides magnétiques dans 
Tintérieur de chaque particule, et, comme aucune limite 
n'est assignée à la quantité de fluide neutre qui peut exister 
dans un volume déterminé, l'aimantation pourrait elle-même 
croître sans limites. 

Nous verrons plus loin comment Ampère, partant des pro- 
priétés magnétiques des courants électriques, a été conduit à 
admettre que chaque particule d'un corps magnétique est en- 
tourée à rétat naturel par un courant électrique infiniment 
petit et constitue un aimant élémentaire. Dans un corps ma- 
gnétique soustrait à toute force extérieure, ces aimants élé- 
mentaires ne sontsoumis qu'à leurs actions réciproques et sont 
orientés indilTéremment dans toutes les directions. Si le corps 
est soumis à l'action d'un champ magnétique, les axes des 
différentes particules aimantées tendent à prendre en chaque 
point la direction du champ, et l'aimantation qui en résulte 
pour le milieu est d'autant plus grande que ces particules ont 
été plus déviées de leur direction primitive. S'il arrivait que 
les axes de toutes les particules fussent parallèles entre eux, 
l'aimantation du milieu atteindrait une valeur maximum. 

Telle est la conséquence que W. Weber a déduite de la 
théorie d'Ampère, et toutes les expériences semblent confir- 
mer, en effet, qu'il y a une limite a l'aimantation. 

420. Théorie de Weher. — Admettons, avec Webcr, que 
chaque unité de volume renferme n molécules magnétiques 
et que le moment de chacune d'elles soit égal à m. Si toutes 
ces molécules étaient parallèles, le moment magnétique de 
l'unité de volume serait M==//m, et l'aimantation du milieu 
serait maximum. 
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Lorsque le milieu est à Téiat neutre, les molécules sont 
orientées indifféremment dans toutes les directions. Pour ex- 
primer cette propriété, menons par le centre d'une sphère un 
rayon parallèle à chacun des axes des /* molécules; les extré- 
mités de ces rayons seront distribuées sur la sphère d'une ma- 
nière uniforme. 

Le nombre des molécules dont les axes font avec une di- 
rection déterminée, que nous prendrons pour axe des x, un 

angle inférieur à a est-(i — cosa); et le nombre des molé- 
cules dont les angles avec Taxe des x sont compris entre a et 
a-+-rfaest égal à -sinarfa. 

Supposons maintenant ce milieu dans un champ uniforme 
dont rintensité X est parallèle à Taxe des x, et considérons 
l'action qui s'exerce sur une molécule dont Taxe magnétique 
fait un angle a avec la direction du champ. 

Si cette molécule était libre, elle deviendrait parallèle à 
la force du champ et, toutes les autres molécules éprouvant 
une rotation analogue, le milieu atteindrait le maximum d'ai- 
mantation sous rinfluence d'une force extérieure quelconque 
même infiniment faible. 

Comme il n'en est pas ainsi, on doit admettre que chaque 
molécule est sollicitée à reprendre sa direction primitive par 
une force antagoniste qui provient, soit de la constitution même 
du milieu, soit des réactions que les molécules aimantées 
exercent les unes sur les autres. 

L'hypothèse la plus simple est de supposer que cette force 
antagoniste D est constante et agit dans la direction primi- 
tive de l'axe de chaque molécule. 

La direction nouvelle de Taxe d'une molécule dans sa po- 
sition d'équilibre est donnée alors par celle de la résultante 
des forces D et X. 

427. — Pour avoir la direction de la molécule, traçons une 
sphère dont le rayon soit égal à la réaction du milieu, et pre- 
nons, à partir du centre, une longueur OS égale et opposée à 
rintensité du champ ((ig. 88). 

Une molécule dont l'axe était dirigé primitivement sui- 
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vant OP est soumise aux. deux forces — SO et OP dont la 
résultante est SP. Si le point S est dans Tintéricur de la 
sphère, c'est-à-dire si la réaction du milieu est plus grande 
que rintensité du champ, les axes des molécules déviées se- 




Fig. 88 



ront encore orientées dans toutes les directions, mais non 
plus uniTormément. 

Si la force du champ est supérieure à la réaction du milieu, 
le point S est en dehors de la sphère (fig. 89) et les axes des 




Flg. 89 

molécules déviées sont tous compris dans le cône TST' tan- 
gent à la sphère. 

Soient : 

a l'inclinaison primilive de Taxe d'une molécule sur Taxe 
des X, 

6 l'inclinaison finale, 

3 la déviation a — O, 

R la résullanle de la force magnélisanle X et de la réac- 
tion D du champ. 
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La condition dcquilibre est 

mXsinO=mDsin^=:mDsin(a— 0); 
on en déduit 



i \ * A Dcosa 



sina 



4S8. — La structure du milieu étant symétrique par rap- 
port à Taxe des x, l'intensité d'aimantation est donnée par 
la somme des projections des moments magnétiques de toutes 
les molécules sur Taxe des x. 

La projection du moment d'une molécule a pour expressioQ 
m cosO ; le nombre de celles qui faisaient primitivement l'angle 2 

avec l'axe des x est-sin ctdx : la résultante est donc 
2 

1= / /?icosO-sinarfa=— / cosOsinarfa, 

Jo 2 J^ 2 



OU 



1 = / cosOsinar/a. 



M /" 



Le triangle SOP donne l'équation 

R2=:D^+X^+2DXcosa, 

d'où Ton déduit 

RrfR = -DXsinar/a. 
On a d*ailleurs 

l)a^R3_^X^-2RXcosO. 

En exprimant ainsi les angles a et 8 par leurs valeurs en 
fonction de R, il vient 

4 ./ X-t) I >DX-[ Jh, 
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Dans le premier cas, où Ton a X < D, les limites de rinté- 
grale sont Rj^D^-X etR^=:D-X. 

Dans le second cas, où Ton a X > D, les limites de Tintégra- 
tion sont R,=X-f- D et R,rrX-D. 

Toutes réductions faites, il vient alors : 

Quand .X<D, l^fW^; 
X = D, I^^M; 

X=00, IrzM. 

D'après cette théorie, Taimantation est d*abord proportion- 
nelle à la force magnétique jusqu'à ce que celle-ci soit égale 
à la réaction du milieu, auquel cas Taimantation atteint les 
deux tiers de sa valeur maximum. Puis, quand la force ma- 
gnétique devient plus grande, l'aimantation croit moins ra- 
pidement et tend vers une limite finie. 

La courbe OL (fig. 90), qui représente celte aimantation en 
fonction de la force magnétique, est donc formée d'une partie 




Fig. 90 

rectiligne OA qui se prolonge par une courbe AL asymptote à 
une droite horizontale CD. 

429. — Les expériences de Weber lui-même s'accordent 
avec cette loi d'une manière satisfaisante. 

Toutefois les recherches plus récentes ont montré que la 
valeiir de k ne peut pas être considérée comme constante, 
même pour les petites forces. Ce coefflcient va tout d'abord 
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en croissant d'une manière régulière pour atteindre un maxi- 
mum et diminuer ensuite. 

L'aimantation du fer en fonction du champ doit donc être 
représentée d'abord par une courbe telle que OBA (Rg. 90) 
ayant un point dMnflexion ; on a confondu souvent cette pre- 
mière partie de la courbe avec la tangente qui passe par l'o- 
rigine et qui donne pour k la valeur maximum. La théorie 
de Weber ne rend pas compte de cette variation du coeffi- 
cient d'aimantation pour les petites forces; d'autre part, elle 
n'apprend pas non plus ce que peut être l'aimantation rési- 
duelle. 

480. Théorie 4e Maxwell. — Pour combler cette dernière 
lacune en restant dans le même ordre d'idées, Maxwell sup- 
pose dans le milieu une sorte d'élasticité imparfaite. 11 ad- 
met que les axes des molécules magnétiques reviennent à leur 
position primitive, après la suppression de la force magnéti- 
que, tant que la rotation qu^elles ont éprouvée reste inférieure 
à une certaine valeur p^, mais que ces axes conservent une 
déviation permanente g — 3„ lorsque la rotation 3 a été plus 
grande que la limite inférieure p^. Cette déviation P — 3^ carac- 
térise l'état permanent de la molécule. 

Cette hypothèse ne représente sans doute pas la réalité des 
phénomènes, mais elle peut en donner une idée approximative 
et permet de soumettre le problème au calcul. 

D'après Maxwell on peut en déduire, par un calcul ana- 
logue au précédent, l'aimantation temporaire 1 et l'aimanta- 
tion permanente T. En posant 



on obtient ainsi : 
Quand X<L, 

Quand X=L, 



L— Dsinp, 



I^M^, 1=0; 



I— ^Mp, r==o; 
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Pour L < X < D, 



.■=M(,-ë)(,4:); 

PourX-D, 

'-=M[H(-4y]- -«(-ë)*^ 

PourX>D, 
, -,riX I iD (D»-L»)î v/X^-L^ -,- „„^ ,,n 

'='"bD+"tiX-^4x^-n5xnr(^^-^^P+'-U 

,, Mr L» / L»^ / u-\\ 
'=4L'"XD^V'-D5V'~X3j' 

Enfin ponrX=:Qo , 



,.M, .-«(.-v/.-ë)' 

La figure 91 représente la marche du phénomène pour 
les valeurs particulières : M= 1000, L = 3, = 5. Les forces 
magnétisantes sont prises comme abscisses; les ordonnées de 
la courbe OAB représentent le magnétisme temporaire, celles 
de la courbe O'A' le magnétisme résiduel. La première se 
compose d*abord d'une portion rectiligne correspondant aux 
valeurs de X comprises entre o et 3, puis elle se relève brus- 
quement et s'approche rapidement de son asymptote. La 
courbe du magnétisme résiduel ne commence que lorsque X 
est égal à L; le maximum M' vers lequel elle tend, et qui est 
figuré par la droite CD', est égal à 0, 81M. 

On doit remarquer que le magnétisme résiduel ainsi calculé 
correspond au cas où Taimantation du corps lui-même ne 
produit qu'une force démagnétisante insensible; ces résultats 
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conviennent donc seulement à un corps très allongé aimanté 
longitudinalement. 

11 est difficile d'admettre qu'une courbe discontinue comme 
celle qui représente le magnétisme temporaire puisse être 
l'expression exacte du phénomène. On déduit toutefois de cette 




théorie des conséquences curieuses relatives à Taction succes- 
sive de forces magnétisantes de signes contraires et qui sont 
vériflées par l'expérience. 

Supposons qu'une pièce de fer, après avoir été soumise à 
l'action d'une force X„, ait acquis une aimantation perma- 
nente. Une force nouvelle X^ de même sens est sans effet 
tant qu'elle reste inférieure à X^, et, si elle est plus grande que 
X^, le magnétisme résiduel est le même que si la force pri- 
mitive X^ n'avait pas agi. 

Si la force nouvelle — X^ est de sens contraire, elle produit 
un effet permanent bien avant qu'elle atteigne X^; pour une 
certaine valeur de cette force, l'aimantation résiduelle du fer 
paraîtra annulée, mais le métal n'est pas à Tétat neutre, car 
il est insensible à l'action d'une force —X, tant que X est in- 
férieur à Xj, tandis qu'une force positive plus faible produit 
une aimantation permanente dans la direction primitive. 

431. — M. Jamin donne de ces phénomènes une explication 
diff'érente. 11 admet que l'action du champ sur un barreau se 
fait sentir à une profondeur plus ou moins grande suivant son 
intensité. Lorsque l'aimantation apparente est devenue nulle. 
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le magnétisme n'était pas détruit : il y avait seulement super- 
position de deux aimantations contraires. Un champ inverse 
d'intensité inférieure à X^ n'a aucune action sur la couche su- 
perficielle, mais un champ direct d'intensité moindre déter- 
mine la formation d'une nouvelle aimantation superficielle 
dont l'action s'ajoute à celle qui était restée dans les pro- 
fondeurs. 

M. Jamin a vérifié ces idées théoriques en enlevant la 
couche superficielle d'aimantation inverse et mettant a nu la 
couche sous-jacente d'aimantation directe. 11 y réussit soit par 
un procédé mécanique, en usant à la meule ou à la lime la 
surface extérieure de Taimant, soit par des moyens chimiques, 
en dissolvant cette surface par un acide. 

11 faut remarquer toutefois que cette prédominance des 
couches superficielles est peut-être un phénomène accidentel 
particulier à l'acier et tenant simplement h la constitution de 
ce métal. En effet, lorsqu'il s'agit de barreaux fortement trem- 
pés, comme ceux qu'on recherche pour la fabrication des ai- 
mants, la trempe est nécessairement très inégale; elle se pro- 
duit surtout au voisinage de la surface, où le refroidissement 
est très rapide, de sorte que la force coercitive a son maximum 
d'action dans les couches superficielles. L'action inductive et 
la force démagnétisante se manifestent alors dans des condi- 
tions toutes différentes de celles qui se présentent pour les 
corps homogènes. 

432. Imflaemce de la tenpératare. — Le magnétisme induit 

parl'action d'un aimant sur lui-même offre peut-être le moyen 
le plus simple d'expliquer l'influence de la température. 

11 est naturel d'admettre que le magnétisme rigide n'est 
pas altéré par de faibles variations de température, puisque 
1 aimantation reprend sa valeur primitive quand l'aimant re- 
vient lui-même a sa température initiale; on conçoit difficile- 
ment que le magnétisme rigide puisse réparer ses pertes, car 
toutes les actions intérieures tendent à le diminuer. Dans cet 
ordre d'idées, l'affaiblissement temporaire du magnétisme se- 
rait dû simplement à un accroissement du magnétisme induit 
et, par suite, le coefficient d aimantation k devrait croître d'a- 
bord avec la température. 
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Pour des températures plus élevées, au-dessus de 100** par 
exemple^ le magnétisme éprouve une diminution définitive: 
le magnétisme rigide a donc été lui-même altéré. DaDS ces 
conditions on ne peut pas dire si le coefficient d'aimantatioQ 
continue de croître avec la température, puisque TalTaiblisse- 
ment est produit par une double cause. Comme le fer et l'acier 
au rouge vif ne sont même plus attirables à Taimant, il faut 
admettre que le coefficient d'aimantation devient alors nul ou 
du moins extrêmement faible. 

Il semble donc que, pour Tacier et le fer, le coefficient d'ai- 
mantation doive croître d'abord avec la température pour di- 
minuer ensuite jusqu'à zéro, de manière à passer par un maxi- 
mum à une température déterminée. 

S'il en est ainsi, un barreau aimanté à une température 
inférieure à celle du maximum doit perdre du magnétisme 
quand on l'échauffé, et l'inverse doit se produire pour un 
barreau aimanté à une température supérieure à celle du 
maximum. 

L'expérience montre que les choses se passent ainsi avec le 
cobalt. Pour le fer et l'acier, les faits connus jusqu'à présent 
s'accordent en partie avec cette manière de voir; mais il existe 
Jtrop peu d*expériences faites dans des conditions bien définies 
pour qu'on puisse apprécier j usqu'à quel point elle se rapproche 
de la vérité. Tout porte à croire cependant que les phéno- 
mènes réels sont plus complexes. 



CHAPITRE SIXIÈME 

ÉTAT MAGNÉTIQUE DU GLOBE 



433. Méthode 4e csaasi. — La représentation du magné- 
tisme terrestre par l'hypothèse d'un aimant central ou les hypo- 
thèses équivalentes ne constitue qu'une première approxima- 
tion assez grossière : le problème est en réalité beaucoup moins 
simple. Gauss l'a traité d'une manière tout à fait générale dans 
l'hypothèse que les effets observés à la surface terrestre sont 
dus uniquement à l'action de masses magnétiques. 

Quelle que soit la distribution de ces masses, qu'elles soient 
à l'intérieur du globe ou à Textérieur, les actions élémen- 
taires s'exerçant en raison inverse du carré de la distance^ la 
force en chaque point est encore déterminée par un potentiel. 
L'espace qui entoure la terre constitue le champ magné- 
tique du système, et on peut le supposer divisé en tran- 
ches par des surfaces de niveau correspondant à des valeurs 
équidistantes du potentiel. La surface qui correspond à une 
valeur donnée V peut être formée d'une ou plusieurs nappes ; 
mais on sait que deux surfaces de potentiels différents ne se 
coupent pas et que la force, normale en chaque point, est en 
raison inverse de la dislance de deux surfaces consécutives. 

434. Parallèles maf^nétiqaes. — Un Certain nombre de ces 
surfaces rencontrent le globe terrestre : on appelle parallèles 
magnétiques les lignes d'intersection correspondantes avec la 
surface de la terre; ces lignes sont des lignes de niveau. 
Comnne elles appartiennent à la fois à la surface de la terre, 
supposée sphérique, et à la surface de niveau, elles sont nor- 

Êiectr, et Magn. I — 30 
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maies en chaque point à la verticale et à la force magnétique; 
elles sont donc normales au méridien magnétique qui passe 
par ces deux lignes et, par suite^ à Tintersection de ce méri- 
dien avec la surface de la terre, c'est-à-dire à la méridienne 
magnétique. Les parallèles magnétiques forment ainsi à la 
surface de la sphère terrestre un système orthogonal aux mé- 
ridiennes magnétiques. 

Considérons les parallèles correspondant à deux surfaces 
de niveau V^ et Vj infiniment voisines (fig. 92) ; soit ds Tare 




de la méridienne magnétique compris entre eux et dn la dis- 
tance normale des deux surfaces au même point. Si Ton ap- 
pelle Fia force magnétique et I Tinclinaison, on a évidemment 

F=-— =- ^^ - 



dn ds cos 1 ' 

on en déduit 

(i) FcosI=H=-?^. 

^ ' ^s 

La composante horizontale, normale en chaque point au 
parallèle magnétique, est donc en raison inverse de la distance 
de deux parallèles consécutifs; mais la force totale et la 
composante horizontale ne sont plus nécessairement con- 
stantes le long d'un parallèle magnétique, comme cela avait 
lieu dans la théorie de Biot. 

435. Éqaatear mafraétiqae. — La somme des masses magné- 
tiques étant nulle pour le système total, et aussi séparément 
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pour chacun des corps aimantés, il existe une surface de 
niveau pour laquelle on a V=o ; cette surface coupe le globe 
terrestre suivant sa ligne neutre s'il est le seul corps magné- 
tique, ou dans le voisinage de cette ligne si les autres corps 
magnétiques sont suffisamment éloignés. 

Le parallèle de potentiel nul s'appelle Véquateur magnétique: 
le long de cet équateur, la force n'est pas constante, elle n'est 
pas non plus nécessairement horizontale. Dans la théorie de* 
Biot réquateur, était une ligne d'inclinaison nulle. 

Uéquateur magnétique sépare à la surface de la terre les 
points pour lesquels le potentiel est positif de ceux où il est 
négatif. De part et d'autre de l'équateur, la valeur absolue du 
potentiel va en croissant d'une manière continue. 

48e. FèiM maiTiiétiqaes terrestres. — On donne habituelle- 
ment le nom de pôles magnétiques terrestres aux points de la 




Fig. 93 

surface où le potentiel est maximum ou minimum. Un pôle est 
un point où la surface de niveau devient tangente à la surface 
de la terre ; la force y est évidemment verticale. 

Le nombre des pôles est de deux au minimum, puisqu'il y 
a au moins deux points où les surfaces de niveausont tangen - 
tes à la surface de la sphère ; mais il peut y en avoir un plus 
grand nombre. Supposons, par exemple, qu'il y ait deux 
pôles P et P' (fig. 93) situés dans la région positive, c'est-à- 
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dire sur rhémisphëre sud. Ces pôles pourraient appartenir à 
une même surface de niveau qui aurait deux points de contacl 
avec la surface de la sphère : mais, plus généralement, nous 
les considérerons comme appartenant à deux surfaces de 
niveau différentes, de potentiels V,„ et V^, V« étant plus grand 
que V',H. 

Puisque les points P et P' sont des points de maximum, le 
potentiel décroît dans tous les sens autour de chacun d'eux et on 
peut toujours choisir une valeur V^ du potentiel, inférieure 
à V^, telle que Tinlersection de la surface V^ avec la sphère 
donne deux courbes fermées S et S', isolées Tune de Tautre 
et dont chacune entoure Tun des points; on peut prendre 
aussi une valeur V^ assez petite pour qu'une même courbe 
d'intersection comprenne les deux points. 

En faisant varier le potentiel d'une manière continue de V^ 
à Vj, on trouvera une valeur Vo pour laquelle les deux courbes, 
précédemment séparées, arriveront au contact, pour se con- 
fondre en une seule So*, la réunion pourra se faire, soit par un 
simple point de croisement comme dans la figure 98, soit par 
un plus grand nombre de points dlnlerseclion ou de contact. 
Soit l'un de ces points. Il est évident d'abord que la compo- 
sante horizontale y est nulle et que, par suite, le point répond 
à la définition ordinaire des pôles; seulement, il est a remar- 
quer que si on s'en écarte on trouve dans certaines directions 
des potentiels croissants et dans d'autres des potentiels dé- 
croissants: pour lespremières directions, le point se com- 
portera comme un pôle sud et, pour les secondes, comme un 
pôle nord. C'est ce qu'on peut appeler un faux pôle. 

Ainsi il ne peut y avoir deux pôles distincts dans un même 
hémisphère, sans qu'il y ait en même temps au moins un faux 
pôle. Or, les observations ne donnent rien de semblable, et 
c'est par une interprétation inexacte des phénomènes que Ton 
a cru quelquefois pouvoir déduire des observations l'existence 
de deux pôles dans l'hémisphère nord. 

Dans le voisinage du pôle, en effet, les parallèles magné- 
tiques ont une forme elliptique; leurs normales, c'est-à-dire 
les méridiennes magnétiques, ne concourent pas au même 
point, mais les points de convergence qu'elles accusent plus 
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OU moins nettement sont les centres de courbure et n'ont 
éYidemment aucune relation avec les pôles. 

L'observation conduit donc à cette conséquence qu'il n'existe, 
en dehors de circonstances tout à fait accidentelles et locales, 
que deux pôles magnétiques à la surface de la Terre, un pôle 
négatif dans rhémisphère nord et un pôle positif dans l'hé- 
misphère sud. 

Il est important d^ajouter aussi que les pôles magnétiques 
terrestres, tels que nous venons de les définir, n*ont rien de 
commun avec les pôles magnétiques proprement dits, consi- 
dérés comme centres de gravité des masses magnétiques po- 
sitives et négatives. On voit aussi que la corde qui joint les 
deux pôles magnétiques terrestres ne doit pas être prise pour 
Taxe magnétique terrestre. L'axe magnétique de la Terre 
est la droite qui joint les deux centres de gravité dont il vient 
d être question ; c'est la droite suivant laquelle la somme 
des projections des moments magnétiques des divers éléments 
est un maximum (299). 

437. Propriétés d'am polyg^one fermé. — On sait que si l'ou 

transporte une masse magnétique égale à l'unité d'un point 
P< où le potentiel est V^ en un point Pj, où il est V^, que l'on 
désigne par F la force, par ds l'élément du chemin décrit 
par la masse et par e l'angle de la force avec l'élément, le tra- 
vail magnétique est exprimé par l'équation 

V< — Va= / FW^cose. 

Ce travail est indépendant du chemin parcouru, et il est nul 
toutes les fois que l'on revient sur la surface de niveau pri- 
naitive en faisant décrire à la masse une courbe fermée quel- 
conque. Supposons que les deux points P^ et Pj, soient situés 
à la surface de la Terre et qu'on déplace la masse suivant 
celle surface ; le travail de la composante verticale est nul à 
chaque instant, l'expression du travail ne dépend que de la 
composante horizontale H et se réduit à 



(2) V^-V^^ r*Hrf5cos£, 

•/Pi 
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IMntégrale du second membre étant nulle, toutes les fois 
qu'on fait décrire à la masse un circuit fermé. 

Cela posé, considérons un polygone de grands cercles 
passant par les points Po,Pi, P2.... (fig. 94). Traçons en ces 
différents points les méridiennes géographiques PoM^, P<M^, 
P2 Mj,... et les méridiennes magnétiques P„Do,P4 D,, P^D,... 

Soient : 

80, 5,, 83... les déclinaisons comptées positivement du nord 
vers Touest ; 




Fig. 94 

o.i Tazimut de l'arc PoP, au point P^, cet azimut étant 
compté positivement du nord vers Test; 

i.o Tazimut de Tare P^P^ au point P^ compté posilivemenl 
dans le même sens, etc. ; 

eo.i>ei.oy« les valeurs des angles e en ces différents points. 



On a 



Au point P^, eo..=^o-^^-ï; 






==8,-f-i.o, 
= 8,-f-i.2; 
= 8,-4-2.1, 
=8,-f-2.3; etc. 



Sur le côté P„ P^ la composante horizontale H n'est conslaole 
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ai en grandeur ni en direction ; cependant, si ce côté est très 
petit par rapport aux dimensions du globe terrestre, on peut 
admettre que la valeur de H reste constante, égale à la moyenne 
des râleurs qu'elle a aux points P» et P^, et poser 

Hcos6=-fH cose^ ,-f-H cose, „). 

Q \ o o.i I 1,0/ 



Le théorème exprimé par Téquation (2) donne alors 



f Hrf5Cose = ^[H^ cos (î^-ho,i)-HH<cos(84-f- i.o)]. 



Oof aura donc, pour le polygone fermé, 

PP 
o=— îî— i[H^ cos (J^ 4- 0.1) 4- H, cos (S^-f-i.o)] 

PP 
,3^ +-7^LH. cos (B.4-i.2) + H,cos (8.4.2.1)] 

4- 

PP 

4 — 2-^[H„cos(5„4-/ï.o)4-H^cos(8„4-o./i)]. 



En appliquant cette équation au triangle formé par les 
stations de Paris, Gôttingue et Milan, et prenant comme in- 
connue la valeur de H„ à Paris, Gauss a trouvé par le cal- 
cul Ho= 0,517, tandis que l'observation donnait 0,518. 

438. ImtrodactloB des coordommées i^l^rapklqaes. — Con- 
sidérons un point quelconque P à une distance r du centre de 
la Terre ; soit u (fig. 95) le complément P'D de la latitude et / 
la longitude CQ comptée vers l'est. Nous décomposerons la 
Torce magnétique F au point P en trois autres rectangulaires. 
Tune Z suivant la verticale et comptée positivement vers le 
zénith, Tautre X dans le méridien et dirigée vers le nord, la 
troisième Y dirigée vers l'ouest. 

En tenant compte des relations 

rfx= — rrfu, <f^=— rsinuJ/, dz=Jr, 
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les composantes de la force devienneal 



(4) 



On a d'ailleurs 



Y- 5V_i5V 

A — — -r— — — T — j 

Y=-— =— i— ^^ 



H=vx^4-Y^ 

tang5=^, 

F=v/XM^Y^TZ^, 
tanff 1= » 




Lorsque le point P est à la surface de la Terre en P', oq 
doit prendre r=a et les équations (4) donnent 



(&■) 



a\=—-, 
ou 



aY sin u = 



37' 
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Comme on a d'ailleurs 



il vient 

el, par suite, 



"37 ~~ Dii ' 
YsinM= / 'rrTdu-hf{l) 



Pour u=o, c'est-à-dire au pôle Nord, on a YsinM = o el, 
par suite, /(/)=:o. Il \ient donc finalement 

(6) YsinM= / xydu. 

On est ainsi conduit à ce théorème remarquable de Gauss: 
Ilsxiffit de connaître pour tous les points de la surface de la 
terre la composante horizontale dirigée vers le nord, pour con- 
naître la composante dirigée vers f ouest et, par suite, la compo- 
sante horizontale totale. 

430. ExpreMion da potentiel. — Quelle quc soil Taimanta- 
lion de la Terre, le potentiel extérieur peut être représenté, 
comme on Ta vu («bs), p»ar l'expression 

v="[a.(")Va.(^)% ], 

qui, pour un point situé sur la surface, se réduit à 

V==a(A,-f-A3-h ). 

On en déduit, pour les composantes de la force magnétique, 

a Du Dii du 

/_^ Y=— î— ^=-i-r^+^-^+ 1 

^'' a sinu D/ sinu, L«^' ^^ J 

Z==— -— =2A,-h3A2 4-4A3-f- 

Dr 
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Les coefGcients A,, A,, A,, soat des foactions des deux an- 
gles/et u. An s'exprime (aes) par an-fi termes en sinus et co- 
sinus. Il y aura donc, si Ton veut représenter Télat de la 
Terre par une série de cette forme, 3 coefficients numériques 
à déterminer pour A^, 5 pour Aj, 7 pour A,, etc. 

Gauss a trouvé que, dans Tétat des déterminations magnéti- 
ques connues, il était inutile de pousser le développement 
au delà du quatrième terme, de sorte qu'il reste alors vingt- 
quatre coefficients numériques à calculer. 

Chaque point de la surface fournit trois équations par les 
valeurs des composantes X, Y^ Z ; il suffirait donc de con- 
naître ces trois éléments en huit points quelconques du globe 
pour obtenir la solution complète du problème. Pour éviter 
les erreurs provenant des termes négligés et des observations 
inexactes, Gauss a appliqué la méthode des moindres carrés 
aux données relatives à quatre-vingt-quatre points pris, pour 
faciliter les calculs, sur douze méridiens équidistants et sept 
parallèles. Les résultats obtenus ont été ensuite appliqués à 
quatre-vingt-dix-neuf autres points. 

Les formules calculées par Gauss assignent aux deux pôles 
les positions suivantes pour Tannée i838 : 



Pôle N. 


latitude yo' 35' 


longit. 


262» 01' E, 


Pôle S. 


» 78» 35' 


» 


i5o«io'E; 



ils sont loin, comme on voit, de correspondre aux extrémités 
d'un même diamètre. 

Quant à l'axe magnétique vrai, déterminé par la condition 
que la somme des projections des moments soit un maximum, il 
«st parallèle au diamètre terrestre qui correspond au point de 
l'hémisphère nord dont la latitude est de 77*5o' et la longi- 
tude 294'' 09'. Sa direction ne coïncide pas exactement avec la 
ligne des pôles. 

Cette direction est celle pour laquelle le coefficient A^ a sa 
valeur maximum (370). Quant au moment magnétique de la 
Terre^ il est égal à a^K. En comparant ce moment à celui d'un 
barreau d'acier qui pesait environ 5oo«' et qui avait servi à la 
détermination absolue du magnétisme terrestre, Gauss a trouvé 
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qu'il est environ 8. lo" fois plus grand. Si on suppose la Terre 
aimantée uniformément, on déduit de ce nombre que le mo- 
ment magnétique de chaque mètre cube du globe terrestre 
est le même que celui de huit barreaux comme celui de Gauss. 
En admettant que Taimantation du barreau fût aussi uni- 
forme, son intensité d'aimantation serait environ 2200 fois 
celle du globe terrestre. 

440. lie mai^étlsaie terrestre e«t-ll reniement Intérieur t — 

Remarquons que si les masses agissantes se trouvaient en 
partie a l'intérieur, et en partie à l'extérieur, le potentiel 
pourrait être exprimé par la somme de deux séries 



V=A,(i)".A.(^)V -.A.(^) 

Md'Mi)'* -".(0 



la première relative aux masses intérieures, la seconde re- 
lative aux masses extérieures. En désignant par V» le terme 
géoéral du développement, on aurait donc 



=-■©"'-»■©" 



on en déduit 

Pour un point de la surface, on a simplement 
V„=A„H-B„ 

La composante verticale 

„ rfV /rfV. rfV, \ ,y , 7 ,y ^ 
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a pour terme général 

(9) Z,=i[/iB,-(/»-M)AJ. 

Cette équation, combinée à la précédente (8), donne 



^•=^^f''^''-^("-*" '^^'-J' ^-=^;rrrt"^"-''^-^' 



et on peut séparer ainsi Teffet dû aux masses intérieures de 
celui que produisent les masses intérieures. 

Les calculs de Gauss ayant montré qu'on satisfait aux obser- 
vations au moyen des seuls coerficients A, il en résulte que les 
coefficients B sont sensiblement nuls; par suite, aucune part 
sensible de l'action terrestre ne parait due aux masses ma- 
gnétiques extérieures. 

441. Inflaenre du Soleil et de la liune. — Toutefois certaines 

variations périodiques des éléments du magnétisme terrestre 
paraissent liées aux mouvements apparents du Soleil et de la 
Lune, ou dépendre de certains phénomènes accessoires tels 
que les taches du Soleil. L'influence de ces astres ne parait 
donc pas douteuse; tout porte à croire cependant qu'ils n'a- 
gissent pas directement, en tant que corps magnétiques, mais 
que leur influence est indirecte et modifie seulement Tétat 
magnétique du globe terrestre. 

Un astre, en efl*et, quelle que soit la distribution du magné- 
tisme qu'il possède, équivaut, pour les points très éloignés, à 
un aimant infiniment petit ou à une sphère aimantée unifor- 
mément. 
Désignons par: 

I l'intensité moyenne d'aimantation de la Terre ; 

R son rayon ; 

r l'intensité moyenne d'aimantation d'un astre ; 

R' son rayon ; 

n son moment magnétique ; 

D sa distance à la Terre. 
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L'action de la Terre à Téquateur, où elle est minimuiny a 
pour valeur (i58) 

T=:— =^rl 



Si Ton suppose que la ligne des pôles de Taslre considéré 
soit dirigée vers la Terre, ce qui est le cas le plus favorable, 
la force F^ qu'il exercera sur la Terre sera (153) 



F,=a 






Le rapport de Faction polaire de l'astre considéré à l'action 
équatoriale de la Terre est 



Te-^ivoy -41 Ur 



Ce rapport est donc proportionnel à l'aimantalion de l'astre et 
au cube de son diamètre apparent. 

Le diamètre apparent du Soleil et celui de la Lune sont 
d'environ 30', c'est-à-dire plus petits que 0,01, de sorte que 
Ton a 

T, 41 



Si ces astres sont aimantés comme la Terre, la variation maxi- 
mum qu'ils peuvent produire à l'équateur sur la déclinaison 

10"^ r 
est donc inférieure à-y— ou ^r:, c'est-à-dire absolument inap- 
préciable. Pour arrivera des variations de 10', comme celles 
qu'on observe fréquemment, il faudrait que l'intensité d'ai- 
-mantation du Soleil et de la Lune fût 12000 fois plusgrande 
que celle de la Terre. Or, l'acier le plus énergiquement ai- 
manté n'a pas une intensité 10000 fois plus grande que celle 
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de la Terre ; le Soleil et la Lune devraient donc, pour produire 
une perturbation de 10\ avoir une aimantation plus énergi- 
que que celle des meilleurs barreaux d'acier. 

On arriverait aux mêmes conclusions en supposant que 
la Lune, par exemple, est aimantée parla Terre. Si la Lune est 
à réquateur, Taction qu'elle subit de la Terre est 

et l'intensité d'aimantation a pour valeur 



Oq en déduit 



T-*3''(d) -*3''fe) 



54 000 



Quelque valeur que l'on admette pour le coefficients, en 
supposant même qu'on assimile la Lune au fer le plus doux, 
le rapport des aimantations sera toujours très petit et la réac- 
tion de la Lune sur la Terre absolument négligeable. A plus 
forte raison en serait-il de même pour le Soleil. 
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